Poglavlje 1

Neodredeni integral 1 metode racunanja

1.1 Primitivna funkcija

Postupak dobivanja neodredenog integrala obrnut je postupku dobivanja derivacije funkcije.
Ako je zadana funkcija f, pitamo se sto je potrebno derivirati kako bi se upravo ona dobila

kao rezultat deriviranja.

Definicija 1.1.1. Za f : (a,b) — R funkciju F : (a,b) — R takvu da vrijedi F'(x) = f(x),

za svaki x € (a,b), zovemo primitivna funkcija.

Primjer 1.1.2. Primitivne funkcije od f(z) = 2z su F(x) = 2%, F(z) = 2> + 5, F(x) =
2?2 + 7 itd.
Prema tome, zaklju¢ujemo da je primitivna funkcija funkcije f(x) bilo koja funkcija oblika

F(x)=2*+C, C € R.

Definicija 1.1.3. Skup svih primitivnih funkcija od f nazivamo neodredeni integral

te oznacavamo s /f(x) dr = {F(z)|F'(x) = f(x), za svaki z € (a,b)}.
Zadatak 1.1.4. Odredite sve primitivne funkcije od f(z) ako je
a) flz)=2° b) fla)=7, o fl@)=¢, d) fl@)=z ¢ fl@)=4

Rjesenje.

Pitamo se koju funkciju trebamo derivirati da bismo dobili funkciju f(z).
a) F(z)=12"+C, CeR
b) flx)=2"2= F(z)=222+C,C eR
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c) Flx)=¢e"+C,C R
d) Fz)=12>+C,CeR
e) F(z)=Inz+C,CeR

Kako ne bismo ubuduée morali traziti skup primitivnih funkcija na na¢in na koji smo to

radili u proslom zadatku, zapisujemo tablicu integrala koja sadrzi integrale elementarnih

funkcija:
/dx:x—i—C’ /cosxdx:sin:c—i—C
/xadl’: 2ot O (ast-1) /sinmdx:—COSZE+C
a+1
dx
d pr—
/%zlnmﬁ—C /coszx tger+C
/.df =—ctgx +C
sin® x
/6Id$:€I+C / do = arcsinz + C
Vi—az?
a’ dx
“dr = 1 —
/a dz lna+c (a>0,a#1) /1—|—x2 arctgx + C

Teorem 1.1.5. Svojstva integrala
a) /(f(x)+g(x)) dx:/f(x) dm—l—/g(x) dr, aditivnost(A)
b) /Oéf({E) dx = a/f(a;) dr,za « € R, homogenost(H)

) /f’(:c)d:c:f(:c)+0, Cer

Primjer 1.1.6. Rijesite integrale:

a) /(w2 +z+1) dr, b) /(\/Ejtcosx) dz, c) /(1 + 2cosz) dx.
RjeSenje.

a)

2

3
/(x2+x+1) dzpé/x2d$+/mdw+/ldw:%+%+x+0, CeR
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b)

/(\/5+cosx) dxé/\/fda:%—/cosxdx:/:Uédaz+/cosxdx:
3

2 2
:%—i—sinx—i—C:g\/E?’—i—sinx—i—C, CeR
2

/(1+2cosx) dmé/ldx—l—/Qcosxdxg/ldx—l—Q/cosxdx:

=x+2sinx+C, CeR

1

Primjer 1.1.7. /—daj =lnz|+C, CeR
T

Zasto?

Za x>0 imamo (lnz + C) = 1.

Za x < 0 imamo (In(—z)+C) = L - (-1) = 1.

1.2 Metode rjesavanja neodredenih integrala

- metoda supstitucije

- metoda parcijalne integracije

1.2.1 Metoda supstitucije

Primjer 1.2.1. Odredite sljedece integrale:

dx dx
2) /x—|—2’ b) /2x—|—1'

RjeSenje. Kod integrala pod a) nasluéujemo da bi se moglo raditi o In(x +2). Ako

deriviramo In (x + 2), vidimo da dobijemo isto $to pise pod znakom integrala. Uzmemo
li u obzir Primjer [1.1.7] rjesenje je jednako In|z + 2|+ C, C € R.

Kod integrala pod b), vodimo li se istom idejom, naslu¢ujemo da je u pitanju In (2z + 1).
No, ovaj se put u derivaciji izraza In (2x 4 1) javlja konstanta 2 koje nema kod podinte-
gralne funkcije. Kako bi se ta konstanta ponistila, primitivna funkcija mora sadrzavati
1/2, tj. rjeSenje je %ln |2 + 1| + C, C € R. Kako ne bismo kod zadataka ovakvog tipa

"pogadali" rjesenje, koristimo metodu supstitucije.
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a)

d 1 t=ao+2 1
T+ 2 x4+ 2 dt — dx t

=Injz+2|+C, CeR

b)
t=2x+1
da 1 11 111
_ de = | @ — _ Sdt— = [ Zar=
/éx+1 /;x+1$ dt = 2dz /t 5 2/t
de =4

1 1
:§ln|t|+C’:§1n|2x+1|+C’, CeR

Teorem 1.2.2. Formula supstitucije u integralu

N de — | TR
[ o) ¢y s [roa

Primjer 1.2.3. Metodom supstitucije, rijeSite integrale:

1
a) /singx cosx dx, /ﬂdaz /—d:c

Rjesenje.

a)

5 {=sinx 5 tt 1
/sm zrcosxrdr = :/t dt = — 4+ C = = sin? r+C, CeR
dt = cosx dx 4 4

1 t=Inx 2
/de— X :/tdt %—f—C’-—lnx—i—C CeR

3 11 t:% ‘
—2dx:/ez-—2dx: :/e-(—dt)
z z dt = — % du

——/etdt:—et—l—C:—ei—irC, CeR
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Zadatak 1.2.4. Rijesite integrale:

) / garctg p b)/ dx )/ 9 3 d d)/ 3cosz - d
a x, , c) [ z°e” dux, e sin x dz.
14 2 arcsin® x /1 — 22

RjeSenje.
a) Znamo: f 11“;2 =arctgr + C <= (arctgz) = ﬁ
Qarcte® t = arctgx ot 1
/ dx = & :/Qtdt:_+cz_2arctgﬂc+c7OER
1+ 22 dt = -1 dr In2 In?2
1422
b) Znamo: f\/%:arcsin:c%—c <= (arcsinz) = 11_a;2
dz t = arcsinw 1 11
= = —dt:/t‘2dt:—+(]:
/ arcsin’z - V1— a2 dt = 1171172 dx ¢ —1
1 1
=——-+C=—-—7"-+C, CeR
t arcsin x
c)
t =23
1 1 1 1 -
/$2€x3d$— dt = 322 dx —/et~§dt—§/etdt—§et+0—ge“p—i—C, CeR
a? dr = £ dt
d)
t=3cosx
3cosT 3 . t 1 1 ¢ 1 :
e sinrdr = |dt = —3sinxdz| = [ € - _§dt =-3 edt:—ge +C =
sinrxdr = —%dt

1
= 3"+ 0, CeR

Zadatak 1.2.5. Rijesite integrale:

a) /(2x2+1)46xdx, b)/ (222 +1)" da.

Rjesenje.
a)
t=222+1
/(2x2+1)46xdx= dt = 4x dx :/t4ﬁidt:i/t46dt=%%+0:
de = Ldt

T i

1
= @(2%2"‘ 1)47+C, C - R
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b)

/(2x2+1)3 dx:/(8x6—|—12x4—|—6x2+1) dr =

:8/x6dx—|—12/x4dx+6/x2dx+/1dx:

8 12
:?x7+€1‘5+2$3+x+0, CeR

Zadatak 1.2.6. Rijesite integrale:

a) /x\/2—5x2dx, b)/x\/2—5xdx, C>/\3/1+733:dx
Rjesenje.
a)
t=2— 522
1 1 23
/x\/2—5x2dx— dt = =10z dz /\/— (——dt) =T t2dt 10 §t +C =
.rdx———dt
1
:—B\/2—5x2 +C, CeR
b)
t=2-br=ux="2
—t+4+2 1 1
/x\/2—5:cda:: dt = —5dzx :/ E \/¥-<—5dt>:2—5/(t—2)\/¥dt:
de = —1dt
3 1
/(t\/%—Q\/)dt 5/<t2—2t>dt—
1 3 1 1 /2 2 2 3
= — tedt —2 [ t2dt) = — | =ts —2-=t2 =
25(/2 /2 > 25(5 32)+C
1 /2 4 1 /2 4
= (2L o= (V2 h - SV2 52 ) +C, CeR
25 \ b 3 25\ 5 3
c)
t=1-3r=a="1" »

T - 1 1—1¢ 1
" dr = - _ = | 3.2t :/ — | —=dt) =
T3z " dt = =3dr /315 < 3 > 3¢ (3 >

da::—%dt
1 1—1¢ 1 1 t 1
= —— dt = —— t3dt — — | = —= t3dt — ts dt
of =g (Jrta- [ L) =g (fria- [ia)
__1 3;_3§ __1 3, — 2_33 — = B
= 9(2153 5ta)+(}_ 9(2 (1 —3x) z (1-3z)° ) +C =
1 1
_—63(1—395)2—1-1—53(1—395)5—1—0,C’ER
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Zadatak 1.2.7. Rijesite integrale:

a)/(1+\/5)4dm, b)/llJ:LfEdm, C)/\/xﬂdf\/x—l'

Rjesenje.
a)
t=1+Ve=r=t—-1
/(1+\/§)4d:c— dt = La=3 da —/t4.2(t—1)dt—
dt = 5~ dv = dv =2(t —1)dt

b) 1. nacin

t=14+r=z=(-1)> ,
1+ 1+ (t—1)
—=dr = = 1= ———2 2t —1)dt =
/1+\/§x dt = 57 dx / 7 ( )
de =2(t—1)dt

2 o 3 _ 42 2 _
_2/(t 2t+t2)(t 1)dt—2/t t 2tt+2t+2t 2

8 312 44t —2 1
:2/t 3t:t dt:2(/t2dt—3/tdt+4/dt—2/;dt>:

t3 12
:2(——3—+4t—2ln|t|) +C =

3 2
:§(1+\/5)3—3(1+\/5)2+8(1+\/5)—41n|1+\/5\+0, CeR
2. nacin
1+ v 1+ P+t
/mdx: dt:ﬁdx :/1+t~2tdt:2/t+1dt:

2\/xdt = dr = dx =2t dt

. 2
= P —t+2——— ) dt =
/( i t+1)
1
:2(/t2dt—/tdt+/2dt—2/—dt):
t+1

A
:2(§—5+2t—21n|t+1|)+02

2
=3 Z —r 44z —4ln|z+1|+C, CeR

—
=
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Dijeljenje polinoma (*):

B+t)=t+1)=t*—t+2
B+t

—t2 4t
— 12—t
2t

2t + 2

—2
c)

/ dr B 1 Vrt+l-—va—1
Vitil+ve—1 J Votl+vVe—1 Vot+l—yo—1
:/\/x—l—l—\/x—ldx:/\/x—i—l—\/x—l

@+1)—(z—1) 2

—/%(/\/x—ﬂdx—/\/ﬁdx>_

— = = /t2dt—/32ds =
dt =de ds = dx 2

1 /2 2 1 1
:—(—tg——Sg)—i—O:g\/l"i‘ 3—5\/$—13+O, OER

dz =

dz =

2\3 3
Zadatak 1.2.8. Rijesite integrale:
sinx + cosx sinx — cos sin x cos
a) 31. dx, b)/udx, c) o7 dx.
Vsinx — cosx sinx + cosT V2sin? z + cos? &
Rjesenje.
a)
sin x + cos t =sinx —cosx dt
VST — COS T dt = (cosx—l—sinz) dx Vi
2
s 3 3
= ;—l—C: 24O = —(sin:c—cos:c)§+C
3 2 2
3
=3 V/(sinz —cosz)2+C, C €R
b)
/sinx—cosxd t=sinw+ cosx —dt dt
. xr = — _ = -
SNz + cos T dt = (cosz — sinz) dz t t

=—In|t|+ C=—In|sinz +cosz|+C, C €R
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c)

sin x cos x Sin x cos x sin x cos x
— dr = — — dr = wa:
V2sin? x + cos? x Vsin? z + sin? z + cos? x Vsinx + 1
t=sin’z+1

= |dt = 2si d —/1 1dt—1/t%dt—
= t=2sinxcosxdxr| = \/z_f 5 =5 =
sinxcosxda::%dt

:t%%—C:\/sinQa:—i—l%—C, CeR

Zadatak 1.2.9. Rijesite integrale:

a) /ctgajdm, b) /tgxdx, c) /tg2xdx.

Rjesenje.
a)
t=sinxz dt
/ctgxdxz/cf)sxd:c: = [ —=I|t|+C=In|sinz|+C, C R
sz dt = cosx dx t
b)
t =cosx
sin x dt 1
/tgxda::/ dr = |dt = —sinx dx :/——:—/—dt:
CcosST t t
sinxdr = —dt

=—Inft|+C=—In|cosz|+C, CeR

in? 1 — cos? 1
/tg%:dx—/smxdx—/ﬂdx—/ — 1) dr=
cos? x cos? x cos? x

1
—/ dx—/ldac—tgx—x—i—C’,CER

cos? x

Zadatak 1.2.10. Rijesite integrale:

4 dx
2) / sin? (27) az, b) / sin?x cos? x’

Rjesenje.
a)
t=2x
/@m: dt = 2de :4/Siizt-%dt:Q/Siigtdt:Z(—ctgt)+C:
do = Ldt

— 2

=—2ctg(2z)+C, C eR
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b) 1. nacin

/ dx / 4dx B / 4dx B
sin? x cos? & 4sin?zcos?z (2sin x cos :C)2 B

4 dx a)

2. nacin

Sjetimo se: sin® a + cos? a = 1

dx 1 sin? x + cos? x
= 5. | e el | e dr=
sin® x cos? x sin® z cos? x sin® z cos? x

) 2
sin“ x COS” ¥ 1
sin” x cos? x sin“ z cos? x cos’x

=tgr—ctgx+C, CeR

Zadatak 1.2.11. Rijesite integrale:

sin

2z

10

dr =

a) / ,dx, b) / d:v7 c) /cos2.rdx, d) /sin%cdx.
sinz cos

RjeSenje.

a) Sjetimo se: sin(2«) = 2 sina cos «

1 1 1 cos Z cos
sin x QSID§COS§ 251115(3085 oS 5 2sm§cos 5

t=1tg3
1 1 1 1
23“;;0082923 2 ) tg5 cos* g cos® 3
2 @d$:2dt
1 1 1 T
= [2d= [ Sat=mt+C=m|l|+C CeR
Q/t /t n |t| + n|tg + €
b) Sjetimo se: cosx = sin(x + §)
/ dx _/ dx | t=x+5 | dt
cost ) sin(z+32) | gr=de | J sint
t
@ I te ( +C=1n‘tg(f+f)‘+C,CeR
2 2 4
1 2
c) Sjetimo se: cos® a = —|—c+(a)

/COS rdr == /dm—I—— /cos(?m)d:v:
2 2 dt = 2dx

_ 1 —1—1 tldt—l —1—1 tdt
=52+ [cost-gdt=cz+ [ cos

1 1 1 1
:§x+1sint+C:§x+Zsin(Zx)—i—C, CeR

€Tr =
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1- 2
d) Sjetimo se: sin? o = %S(O‘)

/sm rdr = - /d:c— = /cos(Qx)dx =
2 2 dt = 2dx

1 1 1 1

_555— /cost'idt—ix—Z/COStdt
1
2

1

2

L 't+0—1 ! in(2z) 4+ C, C €R
7 Sin = 5%~y sin(2z ,
Zadatak 1.2.12. Rijesite integrale:

. d
a)/ ° b)/ .
e + 1 30+ 2

Rjesenje.

a)

e” t=e¢"+1 1
/ - drx = :/—dt:ln|t|+C’=1n|e’”—|—1|+C:
e +1 dt = e* dx t

—In(e"+1)+C, CeR

dac_ 19 _1/3w+2—3xd 1/ 42 %\
- 2 Ty 32 T ) \3er2 3ry2) T

t=3"+4+2
1 1 1
__ 9z JE— 1 — - —
dt =3%In2dx 2(/ dx /t lant)
Sxdx—
1
2
1
2

1 1
.il:——ln|t\ +C=-|z——[3"+2|)+C=
In 2 n

1 T

Zadatak 1.2.13. (Zadaci s kolokvija)

Integrirajte:

, 1 cos (2x)
a sin? x + tg® x) dz, b /—d:c, c /—,da:
) /( 8 7) ) rV2+Inx ) 1 + 3sin (22)

11



POGLAVLJE 1. NEODREDENI INTEGRAL I METODE RACUNANJA 12

Rjesenje.

a)

/ (sin2x + tg? x

1 — 2

/Sln x—i—smx dm:/siandm—i—/ﬂdx:

cos? x cos? x
(2x) 1

[ (ot )
cos? x

%(/dw—/cos (27) dx) / dx—/dx:
Lla—tg n(2z) | +tgr—x+C =
=5 x 2 x gr—x =
1 1
b)
1 t=2+1Inz dt 1 1
——dz = = | —= [t2dt=2t2+C =
/m/?—l—lnx ! dt = L dr Vit /
=2V2+Inz+C, CeR
c)

t =1+ 3sin(2x) /1 1

9 1 1 1
/Lmdx: _._dt:—/—dt:—ln|t|~|—C’:
1 + 3sin (22) dt = 6 cos (2x) dx t 6 6J 1 0

CDl*—‘|—|

In|l+3sin(22)|+C, C€R

Trigonometrijske supstitucije

Postoje razlicite vrste trigonometrijskih supstitucija, no mi ¢emo obraditi one najvaznije.

Kod njih je ideja koristiti osnovni trigonometrijski identitet te ostale trigonometrijske

formule.
1. tip:
r =ksint
/f(x,\/kQ—ﬁ)dx: ~ Vk? — 2?2 = kcost
dr = kcostdt
2. tip:
B k
/]—"(a:, 7 k;2) dr — cost VI =2 = ktgt
k sint
dx 5 dt
cos*t
3. tip:
r=ktgt
/f(x,\/k2+x2)dx— L ~s V2 + a?
r = dt cos
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Zadatak 1.2.14. Koristeci trigonometrijske supstitucije, rijesite integrale:
a) /\/1—x2d:v, c)fojf_?, d) [ V9 — 422 dx.
Rjesenje.

a)

b)/\/%dx

T =sint
/\/1—:U2d:v: ~ V1 —122 =cost :/cost-costdt:/cosztdt

dx = costdt

a o 1
R —t+ - Sin(2t)+C

1 1
St =5 arcsin z + 1 sin(2 arcsinz) + C, C € R

Zadnje smo koristili: x =sint <= t = arcsinz

b)
2 T =sint in?t
/x—d:v: ~ /1 —a? = cost :/sm -costdtz/sithdt
V1—a? dx = costdt cos?
ad[f2.11.d) 1 1 1 1
z dﬁt— 1 sin(2t) + C = 3 arcsin x — 1 sin(2 arcsinz) + C, C € R

Zadnje smo koristili: x =sint <= t = arcsinz

c)
dz T =2sint

552\/4_952_ dr = 2 costdt
2 1 1
:/ 'costdt :—/.d—izz(—ctgt)qLC

~ A4 — 132 =2 cost

4 ¢in’t-2 cost 4 sin“ ¢t

1 | L
= -7 ctgl+ C = -7 g (arcsin (%)

Zadnje smo koristili: x = 2 sint <= t = arcsin (%)

e ) ol

:—smt
= ~ - — —cost

der =2 costdt

3 3
:2/5 cost - §costdt 3 /cos tdt

a C 9 1 9 9
de2 (2t+4 sin(Qt)) +C:Zt+§sm<2t)+0

)

aresin (31:) +§ sin (2 arcsm( )) +C, CeR

rhl@
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Zadnje smo koristili: x = % sint <= t = arcsin (%az)

Zadatak 1.2.15. Koristeci trigonometrijske supstitucije, rijesite integrale:

x vaz+1
——dx —dx
Nz x

Rjesenje.
a)
/ T dr — :I:ZE:Mf—arccos2 'QSint _
\/m dr = 305:21;‘/ dt :,L COSQt
_/ cost 2SIHt _2/ 2 sint di —
N [ 4—4cos?t COSZt N 9v/1 — cos2 t COS2t -
Tcos2t
2
:2/ dt—2tgt+0—2tg(arccos—)+0 CeR
cos?
b)

/,/$2+1d r=tgt=t=arctgx Vigit+1 1
—_— I .
T

de — —L_ dt tgt cos? t

cos?t

cost

s = cost

_/ Sint+1 dt = |4 ot _/—ds+
- cos?t  sint ~ |ds = —sintat) = 52

sintdt = —ds

t 1
tg=|+C=——+1n

Zad[Z1Ta] 1 e
S 2 cost

¢
)

t
_‘4_02

1

= —— +In|t
cos (arctg x) i n' &

arctgx

+C, CeR

1.2.2 Metoda parcijalne integracije

Teorem 1.2.16. Formula parcijalne integracije

/udv—uv—/vdu

Primjer 1.2.17. Metodom parcijalne integracije, rijesite integrale:

g

1 sint + cos®t
/ t‘mt :/—, dt:/—, dt
sint g2 ¢ sintcos?t sint cos? t

sin? ¢ + 1

cos? t

tgtcos?t

1

sint

a) /xcosa:d:c, b) /xsinxd:c, c) /xZewdx, d) /xlnxdaz.
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Rjesenje.
a)
U=z du = dx
/:1:-cosxd:r; = =xsinxy — /sinxdrl;
dv = cos x dx v=-sinz
=z sinx +cosr+C, CeR
b)
u=x du = dx
/:I;-sinxda:: ::L‘-(—cosx)—/(—cosx)d:t
dv = sinz dx V= —COSZT
= —x cosa:+/cosxda::—x cosr+sinx+C, CeR
c)
) u = 2> du =2xdx )
/x-emdx: =z ex—/em~2xdx
dv = e* dx v = ¢’
) U=z du = dx
=x ez—Q/x-exda::
dv = e* dx v=e"
:x2ex—2(xe$—/emda:) =2 —22e* +2"+C, CeR
d)
u=Inz du = Ldx 2 2
/a:ln:tdx: 332 zlnx-x—— x—~fd:r
dv =zdx v==% 2 2

Primjer 1.2.18.

. u = e* du = e* dx
e’sinzdr =
dv =sinz dz V= —COSZ
N N u = e* du = e* dx
=—e®*cosx+ | €* cosxdr =
dv = cosx dx v=sinx

= —e® cosx + € sinx — /e”" sinz dx

15
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Ako oznacimo A := / e” sin x dx, imamo:

A= —€"cosx +e"sinez — A
24 =e®sinz — e* cosx

1
A= 563‘" (sinx — cosz).
Prema tome
. 1 :
/em sinz dx = iem (sinz —cosx) + C, C € R.

Zadatak 1.2.19. Rijesite integrale:

1
/nx b) /xzarctg:cda:.

Rjesenje.
a)
1 uw=Inzx du = Ldx
/n—fdx:/lna: — dr = v
x L dv = L dx v——%
1 1 1 | 1
=Inx (——) —/——-—d:z::—E /—2(133
T T T T T
| 1 | 1
=== (——)+0——ﬂ—— C, CeR
T T T T
b)
u = arctg x du = — dz
/:L‘2arctgxdx: & 1+”T32
dv = 22 dx v=2Z

3

‘ €T / 1 d 13 ; 1/ 2 d
= arc X -— — —_— r — —X aIcC xr — — rar —
8% 73 3 1442 3 8T T3 | 142

t=1+a2>=22=t—-1
1 4 1 [ft—1
= dt = 2x dx :§x arctgr — - [ ——

1
3 t 2
xd:c:ldt

1 t—1
_gxgarctgx——/—dt 37 arctgx——(/dt—/ dt)

1
= §$3arctga7— 6t+ ln|t] +C =

1 1
:§x3arctgx—6(1+x )+61n(1+x2)+0, CeR
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Zadatak 1.2.20. Rijesite integrale:
a) /lna:dm, b) /arcsinxdx, c) /1n(1+x2)dx.
Rjesenje.
a)

u=Inzx du = Ldx 1
/lnxdx: r zlnx-m—/x-—dx

dv = dx v=21 z

:xlnaz—/dazlenx—x~l—0, CeR

b) Znamo: f&zarcsinx%—C < (arcsinz) = —;

u = arcsin x du = ——dzx T
/arcsmmdx: Vl z? :arcsmx-x—/—d:v:

dv = dz V=1 V1— a2
t=1— 22
1
= |dt = —2xdx | = zarcsinx + — /—dt_xarcsmx—i-Z/tédt:
:vd:c———dt
1 t2

::Earcsinx+§-T+C:xarcsinx+\/1—x2—|—0, CeR
2

¢) Pomocni racun: (In(1 + 22)) = e (L +a2%) = 1+x2 2x = +§
=In(1 + 2? du = 25 dx
/1n(1+x2)dx— ( ) La?
dv = dx V=2
2z 2
_ 2
_ln(l—i-w).x—/a: 1Tz s dr =z In(1+ )_2/1+x2d

1 -1
:xln(1+m2)—2/ Tf—xQ dr =z In(1 + 2?) —2(/dx—/1+x2)

=z In( 1+x —2/d33+2/
1+ 22

=2 In(l +2°%) — 2z +2arctgz + C, C € R

Zadatak 1.2.21. Rijesite integrale:

2
-2
a) /x2 cos (2x) dx, b) /x—mdx

eCC
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Rjesenje.
t=2x
a) Pomocni racun: [ cos(2z)dx = =..=3sin(2z)+C, CeR
dt =2dzx
Sliéno: [sin(2z)dz = ... = —3 cos(2z) + C, C € R
) du = 2z dx
/x cos (2x) dx =
dv x)dx v = sin(2x)
_ 2. 8ind /Sm _ zsin (22) Sig(%) — /xsin(2x) dr =
= du = dx
dv = sin(2x) dx v = —3 cos(2x)

_ osin(22) (:c (——cos 2x)) —/—%cos (22) dx) -

x? sin 2x) 1

1

=—F + 5% cos (2x) — E/COS (2z) =
1, 1 1

= 5" cos (2z) + 5% cos (2z) — 7 5in (2z)+C, CeR

b) RjeSenje ra¢unamo u nekoliko koraka:

1. korak
t=—x
/d—f:/@_xdl': :/€t<—dt):—/€tdt
€ dt = —dx
=€ +C=—-"4+C, CeR
2. korak
T U=z du = dz
—mdx—/xe Tdx =
€ dv=e"dx v=—e"
:—xem—/—exda::—xem—i—/exdx
=—zxe’—e"+C, CeR
3. korak
2 u =2 du = 2xdx
m—xdx—/a:QG Tdr =
€ dv=e"dx v=—e"

:—:EQe_“”—/—e_xQxdx:—xze_x+2/:ve_xd$

=242 (—x e T — e_x) +C

=22 —2ze " —2e"+C, CER
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Sveukupno:

2
-2
/l‘ l‘+5dx

6:13

:/xQemdx—Q/xemda:—l—S/e“dm
= (—952 e’ —2xe " — Qe_x) -2 (—x e ? — e_x) +5 (—e_x) +C

=22 —5e*+C, CeR
Zadatak 1.2.22. Rijesite integrale:

a) /ﬁd;p, b) /\/%d:c.

Rjesenje.

a) Pomo¢ni racun:

z t=1+2? sdt 1 [,
(1+22) dt =2z dx t 2

1 ¢! 1

= — . — C:__ C
2 17 T

1

=———+C, CeR

2(1+a2)

Originalni integral:

72 - u=ux du = dx
J = [ 1
dv = —L5= dx v=—

(1+3;2)

2 (1+ax2)
1 1 z 1o
e Vo e =% 4= d
v ( 2(1—|—:c2)) / 21 ta?) " 2(1—|—x2)+2/1+x2 g
T 1
" 4 Carctge+C, CER
2112 Tacter Tt CC

b) Pomoéni racun:

x t=1+a" sdt 1 1
/ dr = =[5 [t
V14 a? dt =2xdx vioo2
1
2

~+
NI

= +C=t:4C

wl»—tl

—(l+2)2+C=V1+22+C, CeR
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Originalni integral:

22 " u=x du = dx
——dr= |z ——=dv =
vito vitw dv=F=dr v=vV1+a’

1 2
:x\/1+x2—/\/1+1:2d$::v\/1+:v2—/ T

——dx
V1422
dz x?
:xv1+x2—/——/—d:c
V14 22 V1422
2
— /1 2—1( V1 2)—/—x_d
x +x nlx -+ +x T2 €T

Postupimo li sli¢no kao Primjeru [1.2.18] mozemo zakljuciti:

x? 1 1
—d:z;:—xv1+:c2——ln(:c+\/1+x2>+C, CeR
/\/1+932 2 2

Napomena 1.2.23. Neodredeni integral / V1 + 22 dx ne moze se jednostavno izra¢unati
direktno (npr. trigonometrijskom supstitucijom). No, koristeéi rjeSenje Zadatak|1.2.22.b)]

moze se pokazati da je
1 1
/\/1+x2d:)3: sevVIta+ (a4 Vita?)+C

Zadatak 1.2.24. (Zadaci s kolokvija)

Integrirajte:
4
a) /a:21nxda:, b)/%dm, c) /(3—x)e$dx, d) /(2a72—1)3$dx.
cos? x
Rjesenje.
a)
u=Inx du = Ldx 3 3.1
/x21na:dx: x3 zlnx.i__/x_._dﬁz
dv = 22 dx v="5Z 3 3 x
1 1 1 13
_gl’?’lnx—g/xzdx—§x3lnx—§%+0—
1 1
:§$31DJI—§I3+C, CGR
b)
/$t do = Z(x—l—él)tgx—/tgxdmZdtk:
Cos™L dv = 5= dx v=tgx

=(zx+4)tgx +1In|cosz|+C, C €R
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c)
u=3—-ux du = —dx
/(3—x)ezdx: :(S—x)em—/ez~(—dx):

dv = e* dx v =¥

:(3—x)ex+/emd:ﬁ:(3—x)ex+6x+0:4ex—xex+0, CeR

d)
) uw=2r>-1 du = 4x dx
/(2:,; —1)3"de = )
dv = 3%dx U:i_:s
3* 37
= (222 — 1) - — 4 =
(22 = 1) -4 5 /ln3 vdv
3% 4
= (222 - 1) — — — T dr =
(x )ln3 In3 r3"dr
U=2z du = dx
dv = 3% dzx v:%

3° 4 3° 3°
= (22° -1 - — |z - dr | =
(2 ) In3  In3 (QJ In3 /1113 x)

= (2x2 - 1) il - i (xgw L 3* dm)

n3 I3 \In3 In3
3* 4 (23" 1
(2 )1113 In3 (ln3 In3 s x)

3" 4x3* 4. 3"

= (22 —1 — + +C, CeR
R (In3)? " (In3)°

1.2.3 Integriranje racionalnih funkcija
2?2 +1

dx.
95_133

Primjer 1.2.25. Rijesite: /
Rjesenje. 1.nacin
Primjec¢ujemo da je stupanj brojnika vec¢i od stupnja nazivnika pa podijelimo najprije

polinome.

Prema tome,
2+ 1 14
=z
r—1 r—1




POGLAVLJE 1. NEODREDENI INTEGRAL I METODE RACUNANJA 22

2
/x+1dx:/<x+1+ 2 >dx:/1:dx+/1da:+2/ ! dr =
r—1 r—1 r—1

2
:%+x+21n|x—1|+0, CeR

2. nacin
241 t=x+1=2x=t+1 1)2+1 24 92t+2
/”’+ dr — :/mdt:/ﬁdt:
z—1 dt = dx t t
2 2
= t+2+¥ dt:§+2t+21n|t|+C:
_12
:%+2(x—1)+21n|x—1|+C,CER

Napomena 1.2.26. Naizgled rjesenja nisu jednaka, no ako raspiSsemo neko od njih (ili

oba) vidjet ¢emo da se radi o istom skupu primitivnih funkcija.

Funkciju f nazivamo (pravom) racionalnom ako je f(z) = ggg pri Cemu su P i Q

polinomi takvi da je stupanj polinoma P manji od stupnja polinoma Q).
Problem: integrirati funkciju oblika

P(z)

W;

gdje su P(z) i Q(z) polinomi takvi da st P < st Q.

Ideja: zapisati ggi; kao sumu jednostavnijih racionalnih funkcija i onda svaki takav

fz) =

dio integrirati.
Kako: ako je Q(z) = a(x — z1)" (z — x2)* ... (x — x,)*, onda se gornji razlomak

moze rastaviti na parcijalne razlomke:

P(z) _ A} AP Al
Qlr) w—x1 (v—11)? (x —x)M
+ .
AD AR Al
+ r—x, (r—1x,)? (x — x,)kn

Napomene:

e Ovaj postupak nije mogu¢ u slu¢aju da Q(z) ima kompleksne nultocke, ali moze se

modificirati (vidi ispod Zadatak |1.2.28.b)]).

e Ako je zadana racionalna funkcija takva da stupanj polinoma u brojniku nije manji

nego stupanj polinoma u nazivniku, onda je potrebno prvo dijeljenjem polinoma
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rastavati funkciju na sumu polinoma i prave racionalne funkcije (za koju je moguce

napraviti opisani postupak).

Zadatak 1.2.27. Rijesite integrale:

— — 2 _ —
a) /x—7dx, b)/ 12z -4 dr, c¢) /wdx

x24x—2 xt—4ad 44227 2 —x—6

Rjesenje. Rjesenje svakog integrala racunamo u nekoliko koraka.

a) Vrijedi: stP =1, stQ =2 = stP<stQ V
1. korak (faktorizacija Q(x))
2 -2=0

Cley/12—4-1-(-2) -1£v9 143
B 2-1 22
:>.T1:—2, Z'Qzl

X

— Q@) =(r+2)(z-1)
2. korak (odredivanje pravilne forme)

Qz) = (z+2)' (z — 1)
r—17 A B

24+rx—2 x+2+x—1

3. korak (ra¢unanje koeficijenata)
x—7=A(x—-1)+B(z+2)

Iz ove relacije mozemo izra¢unati nepoznate koeficijente A i B na dva nacina.

Izjednacavanjem koeficijenata uz svaku potenciju xz-a dobijemo sustav

A+B=1
—A+2B=-17,
Cije rjeSavanje daje A = 31 B = —2. Alternativno, u gornju relaciju:

e uvrstimo x = 1 i dobijemo —6 = 3B — B = -2

e uvrstimo x = —2 i dobijemo —9 = —34 — A=3
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r—17 3 2

24+r—2 42 z-1

4. korak (rjesavanje integrala)

— 2
/2[E 7 dx:/ 3 B dx:?)/ dx _2/ dx
x> +x—2 r+2 x-—1 T+ 2 r—1
t=x+2 s=x—1
_ :3/@_2 ds
dt = dx ds = dx ¢ $

=3ln|t| —2In|s|+C
=3njz+2|-2lnjz -1 +C, CeR
b) Vrijedi: stP =1, stQ =4 = stP<stQ V
1. korak (faktorizacija Q(z))
vt —42® +42° =0
2 (2 —4dz+4)=0
e 1?=0 = z; =0 (kratnosti 2)

e 12— 4r+4=0

() (42 —4-1-4 4£V0 4
e 2.1 T2 T2

— 19 =2 (kratnosti 2)

= Q(z) =2"(z - 2)*

2. korak (odredivanje pravilne forme)

Qz) = a* (z - 2)°
_, 12a-4 A B C D
vd— 43 +422 22 -2 (x-—2)2

3. korak (rac¢unanje koeficijenata)

127 —4 = Ax(z—2*+B(x—-2?2+C2*(x —2) + Da?
e uvrstimo x = 0 i dobijemo —4 = 4B — B = -1
e uvrstimo x = 2 i dobijemo 20 = 4D =— D=5

e uvrstimo npr. x = 1 i dobijemo 8 = A—-C+4
uvrstimo npr. x = 3 i dobijemo 32 = 3A+4+9C + 44
= A=2 (C=-2

24
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122 -4 2 1 2 D

—d2¥+ 42 oz ﬁ_:v—2+(:c—2)2

4. korak (rjesavanje integrala)

/ 122 —4 dm_/ 2 12 5 N\
ah—dad + 422 r 22 x—-2 (x—2)?
_2/d_x_/d / dx / dx t=a—-2
x 2 x—2) dt = dr
:2/d /——2/@+5/ﬁ:2/d /_de—Q/tt+5/t_2dt

)
—21n|x|——1—21n|t\+5 —1+C'—21n|x|+——2ln|t|—¥+0
1 5
=2In|z|+ - —-2n|z-2|—-——+C, CeR
z x—2
c) Vrijedi: stP =2, stQQ =2 = stP £stQ ¢
0. korak (odvajanje na cijeli i racionalni dio)
422 —Tx—5 4@ —x2—-6)—-3x+19 -3z 419
2—x—6 2—x—6 2—x—6

1. korak (faktorizacija Q(z))

12 —-6=0

—1)£+/(-1)2—4-1-(-6) 1++25 145
2.1 22
:>.f131:—2,l'2:3

Tr =

— Qz)=(r+2)(z —3)

2. korak (odredivanje pravilne forme)

Qz) = (z+2)' (z = 3)'
—32 419 A B

2—r—6 :c—|—2+:c—3

3. korak (rac¢unanje koeficijenata)

—3z+19 = A(x—3)+ B(z+2)
e uvrstimo x = 3 i dobijemo 10 = 5B = B =2

e uvrstimo x = —2 i dobijemo 25 = -5 A — A=-5
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3x+19 5 2

x> —x—06 __x+2+x—3
4a° —Tx—5 5 2
2—x—6 _$+2+$—3

4. korak (rjesavanje integrala)
422 —T7x -5 ) 2
M O d
/g;2—x—6 ‘ /( x—|—2+x—3) ’
=x+2 s=x—3
:4/da:—5/ da +2/ dv_ _
T +2 z—3 dt = dx ds = dx

dt d
:4x—5/7+2 —S:4m—51n|t|—|—21n|s|+0
s

=4z —5In|x+2|—2Injz—-3|+C, CeR

Zadatak 1.2.28. Rijesite integrale:

2 _ 3 1
) /wdx, b) /%dm, ¢) / R
22— 524+ 6 x (2?2 +1) (x —3)

Rjesenje.
a) Podintegralna funkcija nije prava racionalna pa najprije treba podijeliti brojnik i nazivnik.
2?2 — 5z +9 3
Ty
22 —5x+6 22 —br+6
Nadalje, utvrdujemo tip i broj nultocki nazivnika te sukladno njima radimo rastav drugog
pribrojnika na parcijalne razlomke. Buduéi da nazivnik ima 2 jednostruke realne nultoce

(x1 = 31 a9 = 2), trazimo konstante A i B takve da

3. _ A 0B
22—5r+6 x—3 x—2

, za svaki x € R.

Stavljanjem na zajednicki nazivnik dobivamo:

3 Az —2A+ Br - 3B
22 -5x+6  (v—3)(z—2)

pa slijedi da za svaki x vrijedi
Ax —2A+ Bx — 3B = 3.
Iz prethodne relacije zapisujemo sustav:

A+B=0
—2A-3B=3.
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Iz sustava dobivamo da je B = —3 1 A = 3. Dakle, trazeni rastav je

3 3 3

:C2—5:c—|—6:x—3 x—2

r? —5r+9 3
———dr = 1+ —— ) dz =
/x2—5x+6 ‘ /( +x2—5x+6> v

3 1 1
= [d — dr = 3 dr —3
/ $+/$2—5$+6 rerd /:U—?) . /x—2

=z+3lnjzr—3|-3n|z—-2|+C, CeR

b) Nakon provedenog mnozenja u nazivniku podintegralne funkcije primjecujemo da se
ne radi o pravoj racionalnoj funkciji pa najprije podijelimo polinome. Jedna nultocka
nazivnika je jednostruka realna x; = 0, a druge dvije su kompleksno konjugirane x5 = +1.

Iz tog razloga rastav ima sljedeéi oblik:

1 _A+Bx—|—0_
v(z24+1) = 22+1
_Ax2+A+Bx2—|—C’x

z(x? +1)

Y

odnosno

A’ + A+ Bx?>+Czx = 1.

Dobivamo sustav:

A+B=0
C=0
A —
iz ¢ega odmah dobivamo da je B = —1.

1
)dx:/dx+/ ! dr =
+ 4+

/a:3—|—:v+1d /x?’—}—x—i—ld / m

_—_— xr = _—_— €T =

x(x?2 4+ 1) 4z x3
t=a22+1

1 T 1
=I+/;d$—/x2—+1dl‘: dt = 2x dx :$+1n|x|_/ﬂdt:

rdr = %dt

1 1
:x+ln|$|—§ln|t|+0:x+ln|x|—§ln($2+1)+0, CeR
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c) Podintegralna funkcija je prava racionalna. Nazivnik ima jednu dvostruku nultocki

x12 = 3 zato imamo sljedeci rastav

r+9 B A . B B
(x—3)2 x-3 (z—23)?
_Ax—3A+B
o (z—3)?
Dobivamo sustav:
A=1
—-3A+B=9

iz Cega slijedi da je B = 12.

1 12 t=x—3
/LQde:/—dm—i—/—zdx: =
(x —3) r—3 (z —3) dt = dx

1 1
z/gdt+12/t‘2dt:1n|t] —12.¥+c:
1
=Inlr—3-12-——+C, CeR
Tz —3
Primjer 1.2.29. Drugo rjesenje Zadatka|1.2.12\b).

1=3"4+2=3"=t-2

1 1 1 1 1
do = _ 3. = dt=— [ ——dt=
/3w+2 ’ dt =37 In3dv /t (t—2)In3 1n3/t(t—2) ()

_ 1 1
dr = g5y dt = Gy At

Rastav na parcijalne razlomke je:

1 A B

=2 ¢ 1=2°"
_ At+ Bt—24
O t(t—-2)

Dobivamo sustav:

A+B=0
—2A=1

e 1s . o 1 - 1 . .
pa slijedi da je A = —5 i B = 5. Nastavljamo s integralom.

1 -5 5 ! 1 (1 1 1 B
<*>—m/(7+t_2 =13 —§/zdt+§/—t_2df =
1

1 1
ln3< 5 nyt\+2 n |t \)+C n(3°+2) +

n3*+C, CeR

2In3 2In3
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Zadatak 1.2.30. (Zadaci s kolokvija)

Integrirajte:

)/ dx b)/ dx )/x3+3x2+x+1d
a - — ¢ x.
2 + 8z’ 24 ax—2 222 + x

RjeSenje.

a) Rastav na parcijalne razlomke je

1 A B

z(x + 8) _;+:c+8_
_ Ar+8A+ Br

 z(z+8)

0o
ool»—‘

paje A=

1 1
1 —1 1
84 / 8 dr ==
/m2—|—8x / x—|—8 /:C v x+8 YT

1
ln\x]——ln\x—irS\—l—C CeR

b) Nazivnik podintegralne funkcije ima jednostruke nultocke x; = 11 xzy = —2 pa je rastav:
1 A B
= —"— =
»?+rx—2 -1 x+42
_ Ar+2A+ Br-B
(2 —=D(z+2)

dx 3 -3 1 1
= d Sdr=-Injz—1]— =1 2|+C, CeR
/:U2+:U+2 /x—l x+/x+2 v SH‘:C | 3n|x—|— |+C

c) Podintegralna funkcija nije prava racionalna pa je najprije potrebno podijeliti polinome.

. 1
(®+32* +o+1)+ (22 +x) = 0+

|t

o + 122

g:pz—i—x—i—l

5,25
2$+4$

— %137 +1
Prema tome, slijedi da je:

B4+3%+a+1 1 5 —qr+l

22 + x ) 4_1+2$2+:z:'

Sada je jos potrebno napraviti rastav na parcijalne razlomke koji je
—i$ +1 A n B
20 +x =z 2o0+1
_ 2Az+ A+ Bz
N 202 +
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te rjeSavanjem sustava:

1
2A+B=—-
+ 4

dobijemo da je A=11B = —14.

2 +32+r+1 1 5 —ir4+1
dr= [ (zz+°2+-2"") dz =
/ r(2x + 1) ’ /<2x+4+2x2+x) ‘




Poglavlje 3

Problem povrsine - Odredeni integral

3.1 Uvodni dio

Odredeni integral je integral oblika

/a ’ f(z)dz

pri ¢emu je a donja granica, b gornja granica. Interval [a, b] nazivamo interval integracije.

Teorem 3.1.1. Newton-Leibnizova formula
Vrijedi da je
b b
| #a)i=F)| = P - Pla)

gdje je F'(z) = f(x), za svaki x € [a, b].
Teorem 3.1.2. Svojstva odredenog integrala

) /aaf(x)dx:()
b) /abf(x)d:p:—/baf(x)dx
) /abf(ac)d:c:/acf(a:)dx+/cbf(x)dx,zace(a, b)

b
d) / f(z)dz > 0 ako je f(x) > 0, za svaki = € [a, b]

e) aditivnost

31
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f) homogenost

Primjer 3.1.3. Rijesite sljedeée odredene integrale:

4 2 d 5 16 4
) / vde, b)/ iy c)/ 2% 1)ds, a) [ YEEVT,
1 1 X _

3 1 z
Rjesenje.

2

a) U slucaju neodredenog integrala znamo: /x dr = % +C.

Iz toga dobijemo:
4 2
/ rdr = (x_)
1 2

. . dx x~!
b) U slu¢aju neodredenog integrala znamo: —
x

o1 161 15

L 2 2 2 2 2

-1
Iz toga dobijemo:

2 dr < 1)2 ( 1) < 1) 1 1
. T z/| 2 1 2 2

Alternativno, mogli smo direktno racunati odredeni integral kombinirajuéi gornja dva

ra¢una (Sto ¢emo uvijek u daljnim rjesenjima raditi).
2 2 1
d
/ _m:/ v 2 dr = (m_)
G 1 —1
1 1 1 . 1
2 1 2 2

[or-vae=s [[2an- [Laa=a(5)] -6

=144

—(5—(=3)) = (125+27) — (5+3)

16—\/5_1_\4/5dx_
T

1

—

16 16 4 16 16
ﬁdw—i—/ \/de:/ xédaz—i-/ 74 dy
1 1 r 1 1

16 16
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3.2 Odredeni integral pozitivne funkcije - geometrijska
interpretacija

b
Odredeni integral / f(z) dz jednak je povrsini ispod grafa funkcije f, a iznad z-osi na

intervalu [a, b].

Slika 3.1: Primjer povrsine ispod grafa pozitivne funkcije f

3
Zadatak 3.2.1. Izracunajte / 4 2% dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
2

Rjesenje. Rijesimo najprije zadani integral.

3 ) 3 ) 4 3 34 24
/4x5dx=4/ Pdr=4. "2 :4-<———):65
\ ) 1 s 1 1

Za geometrijsku interpretaciju skiciramo graf podintegralne funkcije.

% 5 4 3 2 -t 0 1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10 1
-10
f / 20
/
/

Slika 3.2: Graf funkcije f(z) = 42°

Geometrijska interpretacija je P(D) = 65.
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2
Zadatak 3.2.2. Izracunajte / (2% — 22 + 3) dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
1

Rjesenje.

2 2 2 2 23
/ (x2—2x+3)dx:/x2dx—2/ xdw+3/ lde = —
1 1 1 1 3

_ 23 13 5 (22 12

5—3)+3-(2—1):§

2,7
1 2

2
+3-x
1

2

1

Za geometrijsku interpretaciju analiziramo f(x) = z* — 2z + 3. Kvadratna funkcija nema

realnih nultocaka, konveksna je i tjeme joj je u tocki (1,2).

j /

4

2

D

0.5

-35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5

-0.5

Slika 3.3: Graf funkcije f(z) = 2% — 2x + 3

Geometrijska interpretacija je P(D) = £.

Napomena 3.2.3. Newton-Leibnizovu formulu u proslom zadatku mogli smo primijeniti

i tako da najprije zapiSemo primitivne funkcije svih podintegralnih funkcija, a potom

2
23 13 7
== —-2243.2)—-(=—-124+3-1) = -.

1

primijenimo formulu:

3 x?
= 9.
<3 2+3:L‘>

3
Zadatak 3.2.4. Izracunajte / | — 2| dz i geometrijski interpretirajte rezultat.
0

RjeSenje. Buduc¢i da ovdje trebamo odrediti primitivnu funkciju apsolutne vrijednosti,
potrebno je najprije promotriti funkciju f(z) = |x — 2| na intervalu [0, 3] te se sukladno

ponasanju funkcije "osloboditi" znaka apsolutne vrijednosti.
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Slika 3.4: Graf funkcije f(z) = |z — 2|

Promatramo funkciju na [0, 3]. Vidimo da za x € [0, 2] apsolutna vrijednost mijenja
predznak izraza x — 2 iz negativnog u pozitivni, dok za = € [2, 3] predznak izraza x — 2
ostaje nepromijenjen (pozitivan).

Integral racunamo tako da ga rastavimo na dva integrala koriste¢i svojstvo ulanc¢anosti

integrala. Posebno obratite pozornost na granice tako dobivenih integrala.

3 2 3 2 3
/\:U—2|da;—/ —(x—2)dx+/(x—2)dx—/(2—:c)dx+/(x—2)dx—
0 0 2 0 2
z?\ |2 7 3
(=) [+ (52 |
4 0 9 4 5
=|4—-—=) - — = - (24 =2
() (2) (o) - (ae) =
Geometrijska interpretacija je P(Dy) + P(Ds) = 2.

3
|x3| dz i geometrijski interpretirajte rezultat.
2

Zadatak 3.2.5. Izracunajte /

Rjesenje. Najprije skiciramo graf funkcije ispod znaka integrala.

D,

-65 -6 -55 -5 45 -4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1 -05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7£
-2

Slika 3.5: Graf funkcije f(z) = |x|3
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0

3 0 3 3
/ |a:|3dx:/ (—x)3dx+/ x?’dx:—/ ZL’3dZL‘—|—/ ddr = -
-2 0 -2 0 4

—2

Geometrijska interpretacija je P(D;) + P(Dy) = 2.

3.3 Integrali ostalih funkcija - geometrijska interpretacija

Odredeni integral funkcije koja nije pozitivna na cijelom intervalu [a, b] interpretiramo
nesto drugacije. Povrsine likova koje funkcija zatvara s z-osi kad je pozitivna dolaze u

zbroj s pozitivnim predznakom, a povrsine koje funkcija zatvara s x-osi kad je negativna

dolaze s negativnim predznakom.

’r/ D 1
D3

a D:- b
If ! \\

Slika 3.6: Primjer neke funkcije i povrsina koje zatvara s x-osi

b
Tada je geometrijska interpretacija: / f(x)dx = P(D;y) — P(Dy) + P(Ds).

Primjer 3.3.1. Neka je zadana funkcija f(x) = 2% — 6x + 8.

Slika 3.7: Graf funkcije f(z) = 2% — 6x + 8
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2 4 5 5
[zra¢unajmo sljedeca 4 integrala:/ f(z)dx, / f(z)dx, / f(z)dx te / f(z)dx.
1 2 4 1

2 2 3 2
/1 f(I)d$=/1 (x2—6x+8) dr = (%—6~%+8x>
4

4
/2 f(z)dx = (%3—6-%2+8x)

(apsolutna vrijednost ovog broja je iznos povrsine P(D,))

5 SC3 $2 5 4
/4 f(x)dr = (3—6-§+8x) ‘4:

3

5 3 x? 5 4
dr = [ 6. 2 ‘:_
/lf(x)x (3 6 2+8x) =3

(po pravilu ulan¢anosti ovaj se broj dobije kao zbroj prethodna tri integrala)

2

1
4

3

2

5
Geometrijska interpretacija je / f(z)dx = P(Dy) — P(Ds) + P(D3).
1

2

Zadatak 3.3.2. Izracunajte / 23 dz 1 geometrijski interpretirajte rezultat.
—2

RjesSenje. Najprije skiciramo graf podintegralne funkcije.

2 4
/ 2 dx = r
9 4

2
Geometrijska interpretacija je / 2 dr = —P(Dy) + P(Dy).

-2

-2

Napomena 3.3.3. Primjec¢ujemo da je iznos povrSina podruc¢ja Dq i D, isti. Funkcija

f(x) = 2? je neparna funkcija pa je njezin graf centralno simetrican s obzirom na ishodiste.
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Opcéenito, ako je podintegralna funkcija neparna te ju integriramo na simetri¢cnom inter-

valu oblika [—a, a], onda je / f(z)dz = 0.

Za parnu funkciju g(z) vrijedi da je / g(x)dx = 2/ g(x) dx.
—a 0

3

Zadatak 3.3.4. Izracunajte / (% — 1) dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
—2

RjeSenje.
3
3 3 20
/(x2—1)da::(w——x) = —
) 3 3
—2
Podintegralna funkcija f(x) = z? — 1 ima dvije nultocke 71 = —1 1 25 = 1 i tjeme u
<07 _1)

Slika 3.9: Graf funkcije f(z) = 2% — 1

3
Geometrijska interpretacija je / (2* — 1) dz = P(D;) — P(Ds) + P(Ds).

-2
Zadatak 3.3.5. Izracunajte povriinu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(z) = 22 —1,

z-o0si te pravcima ¢ = —2 1 x = 3.

RjesSenje. Skica je ista kao u proslom zadatku. Ono Sto se u ovom zadatku trazi koliko

je P(Dl) -+ P(DQ) + P<D3) )
Razlika u odnosu na ono $to smo dobili u prethodnom zadatku je u dijelu / (x2 — 1) dx
-1
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¢iji je iznos negativan broj, a ¢ija apsolutna vrijednost odgovara povrsini P(Ds).

(x2—1)da:+/3(:v2—1)d:c:

1

P(Dy) + P(Ds) + P(D3) :/: («* = 1) dx_/_l
() -] )]

(S0 () [(5-0) - ()
(953

Zadatak 3.3.6. Izracunajte povrsinu podruc¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = e —1,

_I_

z-osi te pravcima r = —21x = 2.

RjeSenje. Najprije skiciramo graf funkcije f(z) = e* — 1.

= N W >~ O o N

D,

-7 6 -5 4 -3 42D1 1.2 3 4 5 6 7 8 9

-1
f

-2

-3

Slika 3.10: Graf funkcije f(x) =€ —1

Trazimo P(D;) + P(D3). Bududi da je podruéje D; ispod x-osi, integral koji njemu
odgovara dolazi u zbroj s negativnim predznakom. Zato imamo

0
+ (* — 1)
—2

=—[("=0)—(e?=(=2)]+(*=2) = ("= 0) =€+ > —2

P(D1)+P(D2):—/ (e —1) dx+/0 (*—1) do = —(e" — x)

-2

Zadatak 3.3.7. Izracunajte sljedece integrale i geometrijski interpretirajte rezultat:

) /_2 (20 —1)dr, D) /ﬂ cos 3 da.

2 —27
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Rjesenje.
a) Najprije skiciramo graf funkcije f(z) = 2x — 1. Radi se o linearnoj funkciji koja je
1

rastuca i ¢ija je nultocka r = 3.

7 %6 5 4 -3 4

J
Slika 3.11: Graf funkcije f(z) =2z —1

2

(5 ()

—2

= 4= —P(Dl) + P(DQ)

b) Graf funkcije f(z) = cosx dan je na sljedec¢em prikazu.

5

D| ™ 2m

Slika 3.12: Graf funkcije f(x) = cosz

/ cosx dr =sinx =sinm —sin (—27) =0 = P(Dy) — P(Dy) + P(D3) — P(Dy)

—2m

—27
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Zadatak 3.3.8. Izracunajte povrsinu podrucja omedenog s x-osi, pravcima x = 01ix = 2
te grafom funkcije f(z) =2 — 4x.

RjesSenje. Funkcija f je padajuca linearna funkcija s nultockom x = %

6

f

Zadatak 3.3.9. Izracunajte povrsSinu podrucja omedenog s z-osi i grafom funkcije

fla) =2z — 1| — 5.

RjesSenje. Funkcija f ima nultocke 1 = —2 1 x5 = 3.

-5

Slika 3.14: Graf funkcije f(x) = |22 — 1| =5
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3 3 3
Py == [ (2r=1]=5y o=~ [ jpo—lar+s [ vac-
—92 -2 2

2

/_%(—Qx—l— 1) dx+/3(2x — 1)d:c] + 5 ‘?:2 _

D=

2
(—2-%+x)

’ 25
2% = =
* 2

Napomena 3.3.10. Povrsine podru¢ja u Zadatku [3.3.8)1[3.3.9 moZemo racunati i tako

da prepoznamo trokute

koristiti kao provjeru.

kao sastavne dijelove tih podrucja. Taj nacin rjeSavanja mozemo

Zadatak 3.3.11. (Zadaci s kolokvija)

6
a) Geometrijski interpretirajte integral / x(x —5)dx.
2

-1

b) Izracunajte / (|l +2]—1) de.

—4
Rjesenje.

a) Podintegralna funkeij

a je kvadratna funkcija f(z) = 22 — 5z koja je konveksna i ¢ije su

nultocke 1 = 01 x5 = 5.

-8 -6 -4 -2 0 4 6 8 10 12 14

D,

Slika 3.15: Graf funkcije f(z) = 2% — bz

Primjetite da se ovdje u tekstu zadatka ne zahtijeva rac¢unanje integrala, nego samo

6
geometrijska interpretacija koja je / z(x —5)dx = —P(Dy) + P(Ds).
2

b) Najprije zadani integral razdvojimo na integral apsolutne vrijednosti i integral ostatka.

S obzirom na ponaSanje izraza ispod znaka apsolutne vrijednosti, po pravilu ulanc¢anosti
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integrala, razdvojimo prvi integral na dva integrala.

-1 -1 -1
/ (]x+2]—1)da::/ \x—l—Q\dw—/ ldx =
—4 —4 —4
-2 -1 -1
—/ (—w—2)da:—|—/ (:C—|—2)dx—/ ldx =
—4 -2 —4
) -2 ) -1 -1
= (—% —Qx) + (%+2x)

—4
Ovdje crtez grafa funkcije f(x) = |z + 2| nije potreban, no moze posluziti kao pomoé pri

— X

—2 —4

odredivanju vrijednosti z u kojoj dolazi do promjene predznaka izraza x + 2.



Poglavlje 4
Metode rac¢unanja odredenog integrala

Kao i kod neodredenih integrala, kod rac¢unanja odredenih integrala neelementarnih funkcija
koristimo metodu supstitucije i parcijalne integracije. No, moramo voditi ra¢una o grani-

cama integracije.

4.1 Supstitucija u odredenom integralu

2
Zadatak 4.1.1. Izracunajte / 2x (x2 + 1)3 dx.
0

Rjesenje. 1. nacin: odredi se neodredeni integral pa se iskoristi Newton-Leibnizova for-

mula.

t=a*+1 4 24 1)
/2x(m2—|—1)3dx: :/tgdtzt—+CZM+C,C’ER
dt =2z dx 4 4

54 4

1
= 40 —-——C=156
it 1

2 2 4 )4
/ 2x(x2+1)3da::%+0
0

2. nacin: sukladno uvedenoj supstituciji promijene se i granice integracije.

2 t=224+1 z1=0=t=0>+1=1
/ 21’(:102—1—1)3 dr = ! ! —
0 dt = 2z dx To=2=>1=224+1=5
625
4

= 156

I,

44
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Napomena 4.1.2. Drugi nacin rjeSsavanja proslog zadatka je bolji i ubuduce ¢emo ga
koristiti. Primijetite da u predzadnjem koraku nije potrebno vratiti ono Sto je bila supsti-
tucija (t = 2+ 1) jer smo izvr$ivsi supstituciju na opisani nac¢ina, u potpunosti "preveli"
integriranje po x u integiranje po t. Takoder, veza pocetne varijable z i supstitucijske

varijable ¢ mora biti jednoznac¢na.

(& : l
Zadatak 4.1.3. Izracunajte: / de.
1 x
Rjesenje.
1
€ gin (1 t=lnz z;=1=t =In1=0 1
/ Mdm: ! ! :/ sintdt = —cost| =
1 X dt:%dx To=€e =ty =Ine=1 0 0

=—cosl—(—cos0) =—cosl+1
Zadatak 4.1.4. Izracunajte:
a) /1(69” —1*e" dx, b)
0
Rjesenje.

a)

1 t=¢e*—1 11=0=t=0 e—1 Al
/(e$—1)4emdx: ! ! :/ tdt = (_)
0 dt=¢"dr z9=1=ty=€e—1 0 5

b)

In10 et

—dx.
ms  ver—1

10 t=e*—1 z,=Inb=1t =4 O dt P 1
In5 \/ez_l dt = e* dx x2:1n10:>t2:9 4 \/E 4

I\ |9
t2
2

9
=2(Vt)
4
Zadatak 4.1.5. Izracunajte: /
1

=2-3-2-2=2
4

4

x
—dx.
V14 2z
Rjesenje.

t=14+2z=>z="451
91 9t_1

/4 L4 dt =2d 1=t =3 / 5 1dt 1/ dt
—— aQxr = — g — = —_— = = — E— =
1 V1+2z v —h 3 Vt 2 4 )3 Wt

dw:%dt To=4=1,=9

:%/39 <\/¥—t—%> dt:i(gtg—%é)

_ i K;@S —2\/5) - (§ﬁ3 —Nﬁ)} =3

©

w
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In2
Zadatak 4.1.6. Izracunajte: ver — 1dx.
0
RjeSenje. 1. nacin
In2 =et—1 e =t+1
ver —1ldx = dt = e* dx z1=0=¢t =0 / H——ldt
0

da::t%ldt To=In2=1t=1

s =4/t t=s> t1=0=>5=0 /1 s
0

_ds—#dt dt =2sds ty=1=5y=1 s*+1

12 1 1 1
s (s24+1)—1 / / ds

=2 ds =2 ————ds =2 ds — 2
/Os2+1 ° /0 s2+1 ° 0 ° o s2+1

s ’1—2 arctgs)‘izQ(l—O) —Q(arctgl—arcth)

-2-2(5-1) -2

-2sds

2. nacin
2 =e"—1 e =12 +1
In2 2t dt = e® dx 11=0=>t?=e"-1=0=1t=0
Ver —1dr = : | =
0 2tdt = (2 + 1) dx =n2=?="?-1=1=
dx:tffrldt th=x1=1t,=1 ]
2t ! t b2
:2/ yt|~—dt:2/ —dt =
#2 o 2+1
1 —1
= 2/ dt =2 / 1dt — / dt
o 241 2 +
=2(t— arctant) =2 (1 — Z)
0
Napomena 4.1.7. Da smo u supstituciji izabrali za drugu granicu t, = —1, onda bi

interval integracije bio [—1, 0] te bismo imali:

—1 —1 0 0 2
ot 2t 2t t
-:/ It — dt:/ —t- dt:—/ —t- dt:2/ dt =
0 241 0 241 o 241 241

Napomena 4.1.8. Ovdje se radi o integralu parne funkcije za koju se moze pokazati da

za a > 0 vrijedi / f(x)dex = / f(x) dz zbog simetrije grafa takve funkcije s obzirom
—a 0

na os y. Stovise, iz tog svojstva takoder slijedi: / f(z)dx = 2/ f(z)dx
—a 0
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1
3
Zadatak 4.1.9. Izraéunajte:/ ;. V1—2x2dx.
2
-5

Rjesenje.

1 R . \/5 : _ \/§ _ T
2 T =sint T =—%=>sint=—-% =1t =-—-=
/\f\’l—xzd:c[ ! 2 2 ! =
2
-7

dr = costdt xQZ%:sint:%:tQZ%

3

(3 — (] o,
:/ V1 —sin t~costdt:/ \cost!-costdt:/ cos“tdt =

s _ us
4 4 4
jus

6

1 2 1 [%
Mdt:—/ (1 + cos (20)) dt =

S 1 (s 3 1
ol12 "4 "2

47

U ¢etvrtoj jednakosti maknuli smo apsolutnu vrijednost jer funkcija g(t) = cost ima

pozitivne vrijednosti za t € <—%, %> (na intervalu integracije).

4.2 Parcijalna integracija u odredenom integralu

b

b
—/ v du.

a

b
Formula: / udv = uv

In2
Zadatak 4.2.1. Rijesite: / xe'dr.
0

Rjesenje.

In2 . U=z du = dz .
zeldr = = xe
0

dv = e*dx v=e"

In2

In2
:(ln2-eln2—0-eo)—/ e’dr=2In2—-0—¢"
0

=2In2— ("? —¢’) =22 -1

Zadatak 4.2.2. Rijesite: / "¢+ 3) sinz dz.
0
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Rjesenje.

s

) u=2x+3 du = dx
/ (x+3) sinzdr =
0

dv = sinz dx V= —COSZ

us

3 =
—/ (—cosz)dr =
0

0

=(x+3)-(—cosz)

us

s U 2
— <§+3> : (—cos§> —3-(—0080)—!—/0 cosxdr =

[SIE]

=3 +sina :3+sing—sin0:4
0
5oz
Zadatak 4.2.3. Rijeéite:/ —5— dx
= sin®x
Rjesenje.
ER u=ux du = dx 3 5
/ ——dr = =z (—ctg) —/ —ctgrdr =
7 SUU dv—sinl%dx v=—ctgx z z
7T( tﬂ') 7T( t7r>_i_/73rcosxd
=—.(—ctg=)——-(—ctg— x =
3 ®3) 1 °1) 7 ). Sine
t=sinz xlzgjtlzsingz‘g 37r+7r+/23 1dt
dt =coszdr xo=7% =>ty=sinf =% 9 4 Jg
N
3w 3w 3
:_L+_+]n|t| :_L+_+1n£
9 4 z 9 4 V2

1
Zadatak 4.2.4. Rijesite: / arctg x dx.
0

Rjesenje.

1 u = arctgx du = — dx
/ arctg x dx = & L4z =arctgr - x
0

dv = dx V=21

dr =

1
=arctgl-1—arctg0-0—
arctg arctg /ol—l—xz

t=142> z,=0=>t=1+0*2=1 ,
T 1 1
dt =2zxzdx z9=1=ty3=1+1 2 1 /1t 5

:L'd:v:%dt
1 ’ 1
:z——ln|t| S
4 2 ! 4 2
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e—1
Zadatak 4.2.5. Rijesite: / In(1+2)dx.
0

Rjesenje.

e—1
/ In(1+2)de =
0

t=14+=x 1'1:0:>t1:1+0:1 €
:/ Intdt =
1

dt=dr x9=e—1=ty=14+e—1=c¢

u=Int du=1ldt S|
=Int-t —/t~—dt:
dv = dt v=t . 1 t
=e-lne—1-Inl—t| =e—(e—1)=1
1

4.3 Nepravi integral

49

Nepravi integral je vrsta odredenog integrala kod kojeg je jedna ili obje granice integracije

+oo ili unutar podrucja integracije postoji tocka/tocke koje nisu u domeni funkecije f(x)

koja se integrira. Razlikujemo 4 tipa nepravog integrala. S desne strane, pored svakog

od tipova dan je jedan primjer funkcije koja odgovara nepravom integralu.

Kod prva

tri grafa radi se o pozitivnim funkcijama pa pripradni integrali imaju istu geometrijsku

intepretaciju kao ranije - povrsina ispod grafa funkcije. Pitanje koje se namece je kolike

su te povrsine buduéi da su u nekom smislu "povrsine do beskonac¢nosti".

Naime, rezultat

nepravog integrala moze biti konac¢an broj ili beskonac¢no pa kazemo da integral konver-

gira ili divergira.

1. tip:

/:mf(

2. tip:

/_io f(z)dx

ar = i [ ) o

lim f(z)dx

a——0o0
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3. tip:

400 c b

. f(z) dx:agr_noo i f(z) dx+b££rnoo/c f(z)dx _/’
4. tip:

Ako f :[a,b] — R nije definirana u ¢ € [a, b]:

b c1 b
/ f(x)dr = lim f(z)dr + lim+ f(z)dz,

c1—Cc™ a Cc2—C c

. e
pri ¢emu je lim., .- limes k ¢ slijeva, a lim., ,.+ limes k cﬁ
zdesna.

T dx
Primjer 4.3.1. Rijesite: / —.

1 x
Rjesenje.

b
+oo b
/ o _ lim v _ lim In |z|
1

= lim (In|p| —Inl) = +o0
X b=+ J1 X b—+o0 b—

+oo

Primjer 4.3.2. Rijegit /ldx
rimjer 4.3.2. Rijesite: —.
0o VT

Rjesenje. Budu¢i da x = 0 nije u domeni podintegralne funkcije, zadatku moramo pris-

tupiti na sljedec¢i nacin.

1

| . vy . x2

—dzx = lim x2dx:hmT
0 ﬁ c—0t /. c—0t+ 5

Primier 4.3.3. Rijesit /+°° dx
rimjer 4.3.3. Rijesite: )
j j e

Rjesenje.

/+°° dz _/0 dzx +/+°° dr
oo L+ 22 oo L2 o 142?

. O dr . b dx
= lim + lim =
am—oco [, 1+ T2 botoo o 1+ 2
0 b

= lim arctgz =
a—r—00

+ lim arctgaz
b—+o00

a 0

= lim (arctg0 — arctga) + blim (arctg b — arctg0) =
—+00

a——00

S0 (5) G0 -
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Napomena 4.3.4. U prvom koraku, kod raspisa pocetnog integrala na dva integrala,
mogli smo koristiti neku drugu novu granicu koju smo postavili kao gornju granicu prvog
integrala, odnosnu donju drugog integrala. Zbog prirode podintegralne funkcije (parna

funkcija), nula se ¢inila kao najbolji izbor.

Napomena 4.3.5. Funkcija tg z nije definirana za x = £7 +2km, k € Z. Kada racunamo
tangens za x-eve koju su blizu navedenim vrijednostima, dobivamo sve veée vrijednosti
™

pa je sukladno tome inverzna funkcija arctgx za "velike" z-eve jednaka 7. Analogno

zakljucivanje je za x-eve koji teze k —oo.
Zadatak 4.3.6. Rijesit /4 e
adatak 4.3.6. Rijesite: e
1 (x—2)?
Rjesenje. Podintegralna funkcija nije definirana u x = 2 pa se radi o 4. tipu nepravog

integrala.

= lim (x — 2)_§ dr + lim (x — 2)_§ dx =

c1—2~ 1 co—2T 2
1|a 14
. (z—=2)s . (z—=2)s
= hm e — + hm e — =
_ 1 1
c1—2 5 C2~>2+ 5
3 1 3 c2

= lim 3((01—2)% —(1—2)%> + lim 3((4—2)% —(cg—z)%> -

Cl—>2_ CQ—)2+
— lim 3 (Yo =2 V=) + lim 3(V2- Ve —2) =
c1—2~ co—2

=3(V2-2+1)+3(V2—-V2-2)=3V2+3

Napomena 4.3.7. U proslom zadatku mogli smo izvrsiti i supstituciju kod odredenog

integrala. Raspis nakon 3. jednakosti bio bi:

t=x—2 r1=1=>t =-1 T1=C =1t =c —2

dt = dz To=C=>tlao=c1—2 a9=4=t,=4—-2=2

c1—2

c1—2 2 1 1
2 2 t3 t3
= lim t73dt+ lim t73dt = lim — + lim —+— =(...)
c1—2~ 1 CQ~>2+ 0272 c1—2~ 5 024)2+ §
- co—2
o S d

Zadatak 4.3.8. Rijesite: —.
1 (2 —1)2

Rjesenje. Podintegralna funkcija nije definirana u x = 1 pa se radi o 4. tipu nepravog

integrala. S obzirom da je tocka zapravo donja granica intervala integracije, mozemo
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jednostavnije zapisati limes (sli¢cno kao Primjeru 4.3.2)).

/3 dx . 3 dx t=xz—1 rp=c=>t=c—1
1 (I_l)Q =1t Je (x_]')Q dt =dx $2:3:>t2:3—1:2

2 1
= lim (—— )
c—1 c—1t t

) 1 1 1 1
= lim | —=+ =——+ lim = +00
2 =1t c—1

2 2 1
= lim @ = lim t=2dt = lim (t—1>

=1t J._1 t =1t J._1 c—1t

“+o0o
Zadatak 4.3.9. Rijesite: / xe dx.
0

Rjesenje.

foo . b u=ux du = dx
ze Ydxr = lim ze Tdxr =
0

b=r+o0 Jo dv =e *dx v=—e %

b b
—/ (—e™®)dx | = lim (—beb+/ e ” dx) =
0 b—+o0 0

= lim (—be’—e"+1) =

b—+00

= lim —xe
b—+o00

= lim | —be®+ (—e™™)

b—+400

b
= lim (——b—eb—i—l) =1
b—+o00 e

U zadnjem koraku koristili smo L’Hospitalovo pravilo:

b—+oo eb +00 b—1+oo eb
+oo 1
Zadatak 4.3.10. Rijesite: / 5— dx.
. rln“x
Rjesenje.
foo 7 _ boq t=lnz z,=e=t, =lne=1
/ 5s—dr = lim ———dr = =
e Thnhw bo+oo Jo win®a dt =Lde  wo=b=t,=1Inb
nb 1 Inb 1
= lim —dt— lim — = lm [—-——+1]) =1
b——+o0 1 b——+oo —1 b—+o0 Inb

Zadatak 4.3.11. (Zadaci s kolokvija)
Rijesite:

-3 0
a) / 3% dz, b)/ e dx.
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Rjesenje.
a)

_3 -3 -3 1 -3
/ 9201 00— lim 321 10 — lim 9* .37 dy = = lim 9% dy =
oo a——oo J, a——oo [, a——oo |,

-3
Ll (9N et N1
T 305 \n9 w9/ 3\mo 379

a

1 . 9%

=— lim —
3a——1n9

0 0 1 0
e 1dr = lim e e tdr == lim e dr =
o a——oo [, € a——oo [,

t=2r r1=a=1t =2a .

1 1
= |dt =2dx T9=0=1t=0]| =— lim €§dt2

€ a——0o0 2

dr = %dt
1 0 1 1
= — lim eldt = — lim e'| =— lim (&’ —¢*) =
2€ a——o0 %, 2€ a——0 ) € a——0o0
1 1
—(1-0)=—

- 2e 2e



Poglavlje 5

Primjena odredenog integrala u

geometriji

Odredeni integral koristi se u geometriji za racunanje povrsina i volumena. Veé¢ smo u
Poglavlju 4 vidjeli neke primjere povrsina prilikom geometrijske interpretacije odredenih

integrala pozitivne i ostalih funkcija.

5.1 Povrsina

Zanima nas kako izracunati povrsinu podruc¢ja D na slici. Koristeé¢i znanje iz Poglavlja 4
mozemo zakljuciti da se povrsina D moze dobiti kao razlika dviju povrsina, onog podrucja
ispod vece (gornje) pozitivne funkcije i ispod manje (donje) pozitivne funkcije. Isto vrijedi

i za povrSine podrucja koje se ne protezu samo iznad osi z.

/ D,

o4
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b b
P(D) = P(D;) — P(D,) = / f(x)dx —/ g(z)dx

b
Po svojstvu aditivnosti odredenog integrala slijedi: P(D) = / (f(x) —g(z)) dx.

Primjer 5.1.1. Izrac¢unajte povrsinu podru¢ja omedenog s y = e*, y = x, v = —11i

z=1.

RjesSenje. Lako vidimo (npr. iz skice) da je e > x za —1 < x < 1, iz ¢ega odredimo

gornju i donju funkciju f(z) = e* i g(x) = z te lijevu i desnu granicu a = —1ib = 1.
b ] ) .2
P0) = [ (1) -s0) o= [ (e =a)ar= )] - (%)

AP CC A

Zadatak 5.1.2. Izracunajte povr§inu podruéja omedenog s y = 22 iy = 4x.

1

-1

Rjesenje. Skiciranjem zadane kvadratne i linearne funkcije utvrdimo da je f(x) = 4z

gornja funkcija, a g(z) = 2? donja funkcija.

g\ 20

-16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24

f

Slika 5.1: Podruéje D

Zatim trazimo presjecne tocke navedene linearne i kvadratne funkcije.
r? = 4x
x(r—4)=0

xle, ZL‘2:4

Donja granica je manja od dvije presjecne tocke, a gornja je veca (slijeva nadesno).

P(D) = /04(43j —a%)de = (4%2 - %3>
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Zadatak 5.1.3. Izracunajte povrsinu podruéja omedenog s y = 22 — 2z iy = 4 — 2%

Rjesenje. Funkcija f(x) = 4 — 2? je kvadratna konkavna funkcija s nulto¢kama u -21i 2 te
tjemenom (0,4), a funkcija g(z) = 22 — 2z je kvadratna konveksna funkcija s nultockama
u 012 te tjemenom (1,—1).

Presjecne tocke dobijemo rjesavanjem sljedece jednadzbe.
4—a?=22-2
20 =20 —4=0
P —2-2=0

1'1:—1, 272:2

-6 -5-4-3 2—11 1 3456 7 8 91
-2
-3

Slika 5.2: Podruéje D

P(D) = /_ ((4—2%) = (2° = 22)) do = /_ (—22° 4+ 27 +4) dr =

1 1

2 2
= (—2§x3 + 2% + 4x)

2
=9
-1

Zadatak 5.1.4. Izracunajte povrinu podrucja omedenog s y> =z iy =z — 2.

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.
1. nacin: integracijom po z.

Izrazom 3? = x dana je parabola izduZena po osi x, a y =  — 2 je jednadZba pravca.



POGLAVLJE 5. PRIMJENA ODREDPENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI 57

Slika 5.3: Podruéje D

Presjecne tocke dobivamo na sljede¢i nacin.

v =y +2
v —y—2=0
y1=—1, 52 =2
=y +2=1 1=y +2=4

Dobivene presje¢ne tocke nisu dovoljne za odrediti granice integracije. Na skici vidimo da
je najljevija tocka podrudja (0,0), a najdesnija tocka (4,2) pa su granice integracije 0 i 4.
U odredivanju gornje i donje funkcije koje omeduju promatrano podrucje vidimo da je
gornja funkcije gornja grana parabole, tj. f(x) = /z, a donja funkcija nije na cijelom
intervalu integracije ista. Do x = 1 donja funkcija je donja grana parabole h(z) = —/x,
aod z =1 do x = 4 donja funkcija je linearna, tj. g(z) = x — 2. Zato povrsinu podrudja

D ra¢unamo kao zbroj dviju povrsina P(D;) + P(Dy).

3
2
1 f D,
vl
-2 -1 0 2 3 4 5 6
>
-1
/‘” g

Slika 5.4: Podrucja D; i Do
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P(D) = P(D1)+ P(Da) = [ (V= (v da+ [ (Vi= (o= 2)do =

1 4
I B
—x2 — —+ 2
377 2

Zarotiramo li prethodnu skicu na nacin da na mjestu osi y bude os x te ju zrcalimo,

2. nacin: integracijom po y.

dobijemo sljedecu skicu.

5
g
4
3
D
1
4 -3 ~2 -1 0 1 2 3 4 5
f -1

Slika 5.5: Podrucje D

Sada podrucje D odozdo omeduje g(y) = y*, aodozgo f(y) = y + 2. Funkcije izrazavamo

u varijabli y te takoder i granice koje iznose —1 1 2.

P(D)_/_2 (y+2-y°) dy= (%2—1—2?/—%3)

1

~1
Zbog izduZenosti parabole y?> = z po osi z drugi nadin rjesavanja je laksi, no pomalo
neprirodan. U zadacima u kojima se javlja pitanje povrsine morat ¢emo sami odluciti

koji od dva nacina odabrati.

Primjer 5.1.5. Izracunajte povrsinu podruéja omedenog krivuljom 22 + y? = 2z + 2y te

poluravninama x > 0 iy > 0.

Rjesenje. Transformiramo li 2%+ y? = 2x + 2y, dobivamo jednadzbu kruznice (z — 1)? +
(y —1)? = 2 dije je srediste tocka S(1,1), a radijus 7 = v/2. Presjecne tocke kruznice i osi

su (0,2) 1 (2,0).
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g h
-1 -05 05 1 152 25 3 35 4 45
-0.5

Slika 5.6: Podrucje D

Podruc¢je D prostire se od osi y do tocke A ¢ija x-koordinata odgovara z-koordinati
sredidta uvecanoj za iznos radijusa (1 4 v/2). Na cijelom intervalu [O, 1+ \/ﬂ podrucje
D nije odozgo i odozdo ograni¢eno istom funkcijom. Na intervalu [0, 2] gornja je funkcija
gornja polukruznica f(z) = 1+ /2 — (z —1)2, a donja je os z (g(x) = 0). Na in-
tervalu [2,1+ \/5] gornja funkcija ostaje ista, a donja je donja polukruznica h(z) =
1— m . Prema navedenom, povrsinu podruc¢ja D rac¢unamo kao:

P(D) = P(Dy) + P(Dy) = /2 (1 V2 (r— 12— o) dr+

O - (Ve ) e

Ovaj je racun poprilicno tesko izvesti do kraja, stoga odustajemo. Problem rac¢unanja
povrsina ovakvih podrudja izvrsna je motivacija za uvodenje novog pristupa. Definiramo
polarne koordinate.

Oznacimo s r udaljenost tocke T od ishodista O(0,0), a s ¢ kut koji duzina OT zatvara s

pozitivnim dijelom osi x. Koristeéi trigonometriju pravokutnog trokuta, dobivamo da je
T=rcosply=rsinep,

¢ime smo dobili poveznicu Kartezijevih i polarnih koordinata.
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B, T
T Y
oL A

Slika 5.7: Poveznica Kartezijevih i polarnih koordinata
Dodatno, uz osnovni trigonometrijski identitet, vrijedi da je:
2% +y? = r?cos® p + r¥sin® p = 1%,

Nadalje, moze se dobiti formula za povrsinu
podrué¢ja omedenog krivuljama r1(¢) i r2(p)

(radi jednostavnosti ovisnost o ¢ kasnije

ne¢emo pisati):

P(D) =5 [ 03) - i) de.

Vratimo se sada na zadatak. Potrebno je kruznicu 2% + y? = 2x + 2y izraziti u "jeziku"

polarnih koordinata.

a:2+y2 =2z + 2y
r? cos? o + rsin® ¢ = 2r cos ¢ + 2rsin @
r? =2r(cosp +sinp) /7
r=2cosp+ 2sinp

rg = 2cosy + 2sinp
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0.5
1 N
35 -3 25 -2 -15 -1 050 05 1 15 2 25 3 35 4 45
-05

=

Slika 5.8: Podrucje D

Po formuli je:
P(D) = —/ ((2cos ¢ + 2sin 0)? — 0%) dyp =

/ 4COS © + 8 cos ¢ sin ¢ + 4 sin? go) dy =

3 bl
/ 4—|—8cosgosmgo)dgo—2</ 1d<,0—i—2/ Cosgpsingodgp>:
0 0 0

2(@
1 2

s T t
=2(=—04+2 [ tdt|=2|=+2—
2 VT /0 ) 2 T3

Primjer 5.1.6. Izracunajte povrsinu podrucja omedenog s krivuljama 2 + y? + 8x = 0

[\DI»—* [\Dli—
()

t=sinp pr=0=1%t =sin0=0
cosgpsmapdgp = =

dt =cospdp pa =75 =ty=sing =1

=7+ 2.

0

i2?+y? 442 =0.

Rjesenje. Obje zadane krivulje su kruznice. Radi se o kruznici (z+4)%+y? = 16 koja ima

srediste u (—4, 0) i radijusa je r = 4 te kruznici (r+2)?+y? = 4 sa sredistem u (—2, 0) radi-

2+ +8r=0 2+ +4r =0
r20082g0+rzsin2g0+8rcosg0:0 r? cos? o + r¥sin® ¢ + 4rcosp = 0
jusar = 2. r2—|—87’cosg0:0 r2+4rcosg0:0
r(r+8cosp)=0 /:r r(r+4cosp)=0 /:r
r = —8Cosp r = —4cosp

r9 = —8COS ry = —4cosp
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12 -1 -10 9 8 7 6 -5 12 3 4 5

Slika 5.9: Podruéje D

3 3
1 [z 1 [z
P(D) = 5/ i ((—8cosp)? — (—4cosp)?) dp = 5 / ’ (64 cos® p — 16 cos” @) dp =
3 3 3
3x = 5 3n
:24/2 COSQ@dg}:QéL/Q H%(gp)a@:lZ/Q (1 + cos (2¢)) d =

3r

2

1
=12 (<p + 3 sin (290)) =127

Jus

5.2 Volumen

Osim povrsina pomocu integrala lagano racunamo i volumen rotacijskih tijela. Lik u ko-

ordinatnom sustavu mozemo rotirati oko osi z, y ili nekog drugog zadanog pravca.

Rotacija oko osi x

Slika 5.10: Primjer lika koji rotira oko osi x

Funkciju f mozemo iskazati u varijabli z ili varijabli y, ovisno kako smo u zadatku
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procijenili da ¢e nam biti lakse. Sukladno tome, imamo dvije formule:

b d
V.—n / f@)de, Vi =2r / ya(y) dy.

Rotacija oko osi y

Slika 5.11: Primjer lika koji rotira oko osi y

Funkciju f ponovno mozemo iskazati u varijabli x ili ¥ pa imamo dvije formule:

b d
Vy:27r/ xf(z)dz, Vy:ﬂ/ g(y)* dy.

Zadatak 5.2.1. (Zadatak s kolokvija)
Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi y lika omedenog krivuljom y =

2?4+ 3 te praveima y = 3 iz = 2.

Rjesenje. Zadatku mozemo pristupiti na dva nacina.
1. nacin: funkcije izrazimo u varijabli . Volumen tijela koje dobijemo rotacijom lika
razlika je dvaju volumena, onog odredenog s fi(z) = 2? + 3 i onog odredenog s fo(z) = 3

za x € [0,2].

S

fo

-5 4 3 -2 10 1.2 3 4 5 6 7
-1
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2 2 2 2
Vy:27r/ 33(.’172—1—3)d.1'—27T/ x-3da::27r/ (:U3+3:U)dx—27r/ 3rdr =
0 0 0 0

2
xt x?
o (T 3T

2. nacin: funkcije izrazimo u varijabli y. Volumen rotacijskog tijela je ponovno razlika

2
2

—27r-3x—

5 =8r

0 0

dvaju volumena, onog odredenog s ¢;(y) = 2 i onog odredenog s g»(y) =y —3 zay €
3, 7).

b A O, ® O

92 9

@

7 6 5 4 -3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

7
7 7 2
Vy:w/ 22dy—7r/ VY — 3% dy = 4y —ﬂ(%—?)y) = 8
3 3 5 5
Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.
8
| “ o, 1 4. - o
Zadatak 5.2.2. Pravciy = —zx + 3, y = 30 + 3 1 @ = 2 zatvaraju lik koji rotira oko

osi y. Izracunajte volumen tako dobivenog tijela.

RjeSenje. 1. nacin: u varijabli x kao razlika volumena.

ol

Dobivamo sljedecu skicu pri ¢emu smo oznadcili: fi(x) = —%:1: + %4 i fo(x) = %:1: +
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6Q>
—5]
4 fi
3
2 fo
/1
2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

e [ (e Y o [ (e )
= ZT X — =X — Xr — 2T X — — T =
v ) 37T 3 , “\3773

5 5
_ 9 1x3+14x2 5 lac_?’_i_é_la:_z
— T\ 733 " 372 2 "\33 7379

2. nacin: u varijabli y kao razliku volumena. Dobiveni lik je jednakokrac¢an trokut pa

= 187

mozemo volumen rac¢unati kao dvostruki volumen samo jedne polovice rotacijskog tijela

pri ¢emu je g1(y) =3y — 4, a go(y) = 2.

P

3 3 t=3y—4 y=2=1 =2
Vy:2<7r/ (3;1/—4)2dy—7r/ 22dy) = Y . ! =
2 2 dt =3dy y,=3=1,=5

5

1 5 3 1t3

=27 —/ tht—/éLdy =21 | ==
3/, 2 33

2

— 4y = 187

2

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.
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Zadatak 5.2.3. Odredite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi y podruc¢ja omedenog

sl+sinz<y<l,zanm<z<2T.

RjesSenje. Trazeni volumen dobiva se kao razlika volumena tijela koje se dobije rotacijom

lika ispod funkcije fi(z) = 1 i volumena tijela koje se dobije rotacijom lika ispod funkcije

fo(z) =1+sinz ito za x € [, 27).

N W A~ O

h L fa

2m 2
Vy:27r/ x-ldx—27r/ z(l +sinx)de =

2 2 2m 2m U =
=2r— | —2m (/ xd:r+/ xsinxdm) =
- m m dv = sinz dx
xQ 27 27 o
=3n3 —2r 5 +a(—cosz)| — / (—cosx)dx | =
27

32

=31 — 211 7—37r+sinx = 672

sy

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.

T

du = dx

V= —COST
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Kad bismo htjeli rijesiti ovaj zadatak u varijabli y, javio bi se inverz funkcije f(x) =
sin z pa zbog kompleksnosti taj nacin ovdje ne¢emo razmatrati.
Zadatak 5.2.4. Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom oko osi z podrucja omedenog
sy’=4riz =1
Rjesenje. Ovdje je dovoljno rotirati samo osjecani dio jer ako rotiramo cijeli lik, imamo

nepotrebno poklapanje. Zadatak ¢emo rijeSiti na dva nacina.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1. naéin: u varijabli x izrazimo gornju granu parabole f(z) = /4x.
1
2

1 1 1
VI:ﬂ'/ f($)2d$:7l'/ \/4x2dx:47r/ xdx:47r%
0 0 0

=27

0

2. nacin: u varijabli y.

1 g1

4 -3 -2 10, 1 2 3 4 5
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U tom se sluc¢aju radi o razlici dvaju volumena koji se dobiju rotacijom podrucja

odredenih krivuljama ¢;(y) = 1, odnosno g,(y) = %.
2 22 Y2 2
V}C:Qﬂ/ y-ldy—?w/ Y- —dy =2n=
0 0 4 2

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.

Zadatak 5.2.5. Dodatni zadatak - rotacija oko zadanog pravca

2

Lik omeden s y = 4 — x* i osi z rotira oko pravca x = 3. Odredite volumen rotacijskog

tijela.

Rjesenje. Zbog rotacije oko pravca x = 3 potrebno je napraviti pomak koordinatnog

sustava udesno $to ostvarujemo oduzimanjem broja 3 u podintegralnoj funkciji.




POGLAVLJE 5. PRIMJENA ODREDPENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI 69

Vv

w/04(—\/H—3)2dy—7r/04( 4—y—3)2dy =
:7r{/04(4—y+6\/m+9)dy—/04(4—y—6\/m+9)dy} —

t:4—y ’y1:O:>t1:4

4
:7r/ 12¢/4 —ydy =
0

0

:w/4012\/¥-(—dt):

=127 - ;ﬁ = 64r

4

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.




Poglavlje 7
Funkcije dvije varijable

Dosad smo radili s funkcijama jedne varijable, odnosno s funkcijama koje su varijabli x
pridruzivale vrijednost f(z) po pravilu preslikavanja f (oznaka: x — f(x)). U tom smo
slucaju f(x) oznacavali s y jer je ta vrijednost odgovarala y koordinati toc¢aka koje su
¢inile graf funkcije f.

Odsad nadalje bavit ¢emo se i funkcijama dvije varijable (i to realnim funkcijama realnih
varijabla) kod kojih varijablama z i y, tj. uredenom paru (z,y) pridruZzujemo vrijednost
f(z,y). Vrijednost f(x,y) oznacavamo i sa z jer odgovara z koordinati tocaka koje ¢ine
graf od f u trodimenzionalnom koordinatnom sustavu. Radi se o desnom sustavu (palac

desne ruke je x os, kaziprst y os, a os z orijentirana je iz dlana.

J=01.2)

Slika 7.1: Trodimenzionalni koordinatni sustav

7.1 Domena

Prisjetimo se, domena je podrucje definicije funkcije. U slucaju funkcije dvije varijable
to su vrijednosti = i y koje smijemo uvrstiti da bismo izra¢unali f(z,y). Ograni¢enja na

domenu su:

70
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1. KORIJEN - izraz ispod korijena je nenegativan,

2. NAZIVNIK - izraz u nazivniku je razli¢it od 0,

71

3. LOGARITAM - izraz pod logaritmom je strogo pozitivan te je izraz u bazi logaritma

strogo porzitivan i razli¢it od 1,

4. "SPECIJALNE" FUNKCIJE - inverzna funkcija funkcije sinus i kosinus ima za

domenu interval [—1, 1] jer je slika funkcije sinus i kosinus interval [—1, 1].

[zmedu uvjeta uvijek stavljamo veznik "i"

Rjesenja navedenih nejednadzbi crtamo u koordinatnom sustavu.

Zadatak 7.1.1. Graficki predocite domenu funkcije f(z,y) = /z+1—/z +y.
RjesSenje. Funkciju ¢ine dva korijena pa su uvjeti na domenu sljedeci:

1. x4y >0,

2.24+1—-—yxz+y=>0.

Najprije rjesavamo prvi uvjet.

Dio ravnine iznad pravca y = —x ukljucujuéi

/s
/

i pravac.
Slika 7.2: RjeSenje prvog uvjeta

Nadalje, analiziramo drugi uvjet.

vr+y<axz+1

koji oznacava skupovnu operaciju presjek.

Ovu nejednadzbu bismo trebali kvadrirati, ali ne znamo kakvog je predznaka izraz na

desnoj strani jer ovisi o = (za neke x je pozitivan, a za neke je negativan). Zato razliku-

jemo dva slucaja. Izmedu slucajeva uvijek piSemo veznik "ili" koji oznacava skupovnu

uniju.



POGLAVLJE 7. FUNKCIJE DVIJE VARIJABLE 72

2.1. 2.2.

r+1<0, tj. z < -1 r+12>0, tj. 2> -1

vVert+y<az+1 vety<z+1

U ovom slucaju imamo da je iznos korijena U ovom slu¢aju imamo da je iznos korijena
manji od necega Sto je negativno. Zato je manji od nekog pozitivnog broja pa nam je

ovaj slucaj nemogué. dopusteno kvadrirati.

x+y§(a:—|—1)2
r4+y<azi+2r41

y§x2+x+1

Radi se o dijelu ravnine ispod parabole

y = 2%+ + 1, ali uzimajuéi uvjet slucaja u

Slika 7.3: RjeSenje drugog uvjeta obzir, samo za ¢ > —1, ukljudujudi i

parabolu.
Konacno rjesenje dobijemo kao presjek rjeSenja prvog i drugog uvjeta.

Slika 7.4: Domena funkcije f

Zadatak 7.1.2. Graficki predocite domenu funkcije f(z,y) = /o + y — .
Rjesenje. Uvjeti na domenu su sljededi:
lL.Ly—z>0,

2. x4+ y—x >0.

Promotrimo prvi uvjet.
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Prvi uvjet opisuje dio ravnine iznad pravca

y = x, ukljuéujuci i sam pravac.
Slika 7.5: RjeSenje prvog uvjeta

Analiziramo drugi uvjet.

Kao i ranije, potrebno je diskutirati dva slucaja.

2.1. 2.2.

—x <0, tj. 2>0 —x >0, tj. <0

Yy—T > —x

VYy—x 2> —x

Ova nejednakosti je uvijek istinita jer je Kvadriranjem navedenog izraza dobivamo

vrijednost koju dobijemo korjenovanjem
. . . y—x>a’
uvijek veca od negativnog broja. Dakle,
. . . > 2% + .
rjeSenje su sve tocke oblika (x,y) kod kojih y=a
jex>0,ay€eR. RjeSenje je dio ravnine iznad parabole
y = 22 + z, ukljucujudi i parabolu, ali samo

za one tocke kod kojih je x < 0.

Slika 7.6: Rjesenje drugog uvjeta (prvi dio)

Slika 7.7: RjeSenje drugog uvjeta (drugi dio)
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SRR
00202020 %%
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QSIS
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Slika 7.8: Domena funkcije f

Zadatak 7.1.3. Graficki predocite domenu funkcije f(z,y) = /1 — log2 y.
Rjesenje. Imamo tri uvjeta na domenu.

1. 1—log2y >0

2.y>0

3.r>0ix#1

Drugi i treé¢i uvjet su do kraja sredeni te predstavljaju tocke u 1. kvadrantu bez tocaka

na osima i bez tocaka koje su pravcu x = 1.

Slika 7.9: RjeSenje drugog i tre¢eg uvjeta

Prvi uvjet potrebno je dodatno razraditi.

1—logiy >0

(log, y)* < 1

[log, y| <1
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Razlikujemo dva slucaja zbog razli¢itog ponaSanja logaritamske funkcije za vrijednost

baze vece od 1, odnosno baze izmedu 01 1.

1.1. 1.2.
z>1 O<z<l
|log, y| <1 |log, y| <1
—1<log,y <1 —1<log,y <1
log, 2" <log,y < log, = log, 2" <log,y < log, =

Bududi da je za x > 1 logaritamska funkcija  Bududi da je za 0 < z < 1 logaritamska

rastuca, slijedi: funkcija padajuca, slijedi:

<y<u, >y >,

SH N
SR

Sto predstavlja tocke ¢iji je x > 1, a nalaze  §to predstavlja tocke ¢iji je = € (0, 1), a
se izmedu pravca y = x i hiperbole y = %, nalaze se izmedu pravca y = x i hiperbole

ukljucujuéi i njih. Y = %, ukljucujuéi i njih.

Slika 7.10: Rjesenje prvog uvjeta (prvi dio)
Slika 7.11: RjeSenje prvog uvjeta (drugi dio)

45 4 -35 -3 25 -2 -15 -1 -05 0

05

-1

-15

-2

Slika 7.12: Domena funkcije f
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Zadatak 7.1.4. (Zadatak s kolokvija)
Inv2

V@2 +y2 =220+ 2y +1)(y — 2z +3)

Graficki predocite domenu funkcije f(z,y) = In (z — 1)?+
RjesSenje. Uvjeti na domenu su:

1. (z—1)*>0,

2. (2 +y* =22 +2y+1)(y— 22 +3) >0,

3. (22 +y* =22+ 2y + 1)(y — 22+ 3) #0.

Izraz (x — 1)? je nenegativan za svaki x pa je onda strogo pozitivan za z € R\ {1}.

Drugi i tre¢i uvjet mozemo objediniti u jedan uvjet:
(® +y* — 22+ 2y +1)(y — 22+ 3) > 0.

Njega raspisujemo na dva moguca slucaja.

4y —204+2y+1>0 2y =2 4+2y+1<0
y—2r+3>0 y—2x+3<0
2y —204+2y+1>0 2y —204+2y+1<0
(z—1°+@y+1)?%>1 (-1 +@y+1)?*<1
y—2r+3>0 y—2x+3<0
y>2r—3 y<2r—3
Radi se o vanjstini kruga radijusa 1 sa Radi se o krugu radijusa 1 sa sredistem u

srediStem u (1, —1) presjecenoj s dijelom (1, —1) presje¢enom s dijelom ravnine ispod
ravnine iznad pravca y = 2z — 3 (bez samog  pravca y = 2x — 3 (bez samog pravca i

pravca i kruznice). kruznice).
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7

5 0 05

Slika 7.13: RjeSenje uvjeta (prvi dio) Slika 7.14: Rjesenje uvjeta (drugi dio)

7

Slika 7.15: Domena funkcije f

Zadatak 7.1.5. (Zadatak s kolokvija)

)
Graficki predocite domenu funkcije f(z,y) = arcsin (2? — 4z + y* — 2y) + ——m———.
V2z+2y—6

Rjesenje. Uvjeti na domenu su:
1. —1<a?—dx+9y* -2y <1,
2. 2x+2y—6 >0,
3. 2x 4+ 2y —6#0.
Drugi i tre¢i uvjet mozemo objediniti u jedan uvjet:

20 4+2y—6>0
2y > =22+ 6

y>—x+ 3,

koji oznacava dio ravnine iznad pravca y = —x + 3 (bez pravca).



POGLAVLJE 7. FUNKCIJE DVIJE VARIJABLE 78

25

A

Slika 7.16: RjeSenje drugog i treceg uvjeta

Prvi uvjet je potrebno razraditi.

1< —dr+y*-29y<1
—1<(z®—da+4)+ Y —2y+1)—-5<1

4<(x—2P2+(y—-1°<6

Radi se o kruznom vijencu, tj. dijelu ravnine izmedu koncentri¢nih kruznica radijusa v/6

i 2 sa sredistem u (2, 1), ukljuc¢ujuéi i kruznice.

Slika 7.17: RjeSenje prvog uvjeta

Konacno rjesenje je presjek svih uvjeta.

s

(
\3Q(\
\ \
4 35 -3 25 -2 -15 -1 -05 D 05 1 15 2 25 3\/3’5/ /5 /5
-05 "/
— <

4 —~———

AN \\ ~

-15

-2

Slika 7.18: Domena funkcije f
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7.2 Parcijalne derivacije

Kod funkcija jedne varijable definirali smo pojam derivacije. Kod funkcija dvije varijable
nije jasno po kojoj varijabli trebamo derivirati zbog toga definiramo pojam parcijalne
derivacije. Parcijalna derivacija funkcije f(x,y) po varijabli z je funkcija koju dobijemo
deriviranjem funkcije f(z,y) pri ¢emu varijablu y smatramo konstantom. Oznaka za par-
cijalnu derivaciju po z je % ili f,. Parcijalna derivacija funkcije f(x,y) po varijabli y
je funkcija koju dobijemo deriviranjem funkcije f(z,y) pri ¢emu varijablu z smatramo
konstantom. Oznaka za parcijalnu derivaciju po y je % ili f,. Takve derivacije zovemo
parcijalne derivacije 1. reda jer su poopcenje prve derivacije funkcije jedne varijable. Suk-
ladno tome, postoje i parcijalne derivacije drugog, treceg i viseg reda.

Za funkciju dvije varijable postoje dvije parcijalne derivacije 1. reda, zatim cetiri par-
cijalne derivacije 2. reda, osam parcijalnih derivacija 3. reda itd. Parcijalne derivacije
drugog reda oznacavamo:

0 f _O*f 0 f 0 f

:@7 fyy_a_va fyw: ayaaja fa:y: axay

Jfox
Derivacije fy; 1 fzy zovemo jo$ i mjeSovite parcijalne derivacije.
Zadatak 7.2.1. Izrac¢unajte % i g—; te odredite %(1,4) i 3—5(1, —1) ako je:

a) flz,y) =2 —y+22%>2  b)f(x,y)=e"%, ¢ f(z,y) = 2*sin (2y),
Q) f(z,y) =arctgL, ¢) f(z,y) = 2%,

Rjesenje.
a)

of
ox
of
dy
?(1,4):3-1Z+6-12-42:99
T

a_y(l’ N=4-1-(-1)-1=-5

(z,y) = 32* — 0+ 2y* - 32% = 32% + 62%°

(z,y) =0—1+22- 2y = 423y — 1
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b)

30

%(m, y) =" . (x —2y) =" (' oznacava derivaciju po )
%(x, y) =" . (r—2y) = —2¢""% (’ oznacava derivaciju po ¥)
af .
ax( ) ) €
of 3
9T, -1)= -2
ay( ) ) €
0
a—i(m, y) = () -sin (2%y) + 2 - (sin (2%y)) = 42® sin (2y) + 32°% cos (23y)
g—f(a:, y) = 2* - cos (2*y) - 2* = 27 cos (zy)
Y
%(1,4) =4sin4 + 12cos4
of
—(1,—-1) = 1
ay( ,—1) = cos
of 1 vy _ 2 y
ht - (Z2) = 1 -
ax(x7y) 1+ (3)2 (I) $2+y2 ( )yl’ x2+y2
of B 1 y\ 1z
8_y<x’y) 1_|_(£)2 (;) T 24y 1 2?42
of 4
V14 = ——
8:6( 4) 17
of 1
11 ==
ay( ) )
O (0.0) = (22 - e 4 22 () = 26 + a%ye™ = V(22 4 1)
Z—ch(x, y) = r2eVr = a’e™
of 4
ax( ? ) 66
of -1
ay( ? ) e

Zadatak 7.2.2. Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) = 2%y + zly.

RjesSenje. Najprije racunamo derivacije prvog reda, zatim iz njih derivacije drugog reda.
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of of

e — 2r® + 413 —(z,y) = 32%y* + 2*
By oY) = 2zy” +dzvy 8y( y) Y
0 f 0 o0 f 0
o7 — 9 (om? & 4By = _ 9 a2.2 4\ _
oz (@) = 7 (2zy° + 4a’y) 5 (z,y) 9 (32%y* + )
= 2y° + 1227y = 627y
0 f 0 0*f 0
z,y) = — (2zy® + 423y) = = — (32%? 4 =
ayﬁx( y) 8y( Yy y) 8x3y<x’y) pe (32%y* + 2*)
= 6xy? + 42° — 6ry? + 423

Napomena 7.2.3. MjeSovite parcijalne derivacije su medusobno jednake (Schwarzov teo-

rem).

7.3 Parcijalne derivacije implicitno zadane funkcije

Funkecija, kako smo je uobicajeno dosad zadavali, zadana je eksplicitno, npr. f(z,y) =
2%y + y* (jasno je vidljivo iz zapisa da se radi o pridruZivanju izraza x?y + y*> k ure-
denom paru (z,y)). Osim na taj nac¢in funkciju moZemo zadati i implicitno, npr. z?* +
f(z,y) - sin (zy + f(x,y)) = 0. Tada nije odmah o¢ito koji izraz se pridruzuje uredenom
paru (z,y). Ponekad je ipak i iz takvog izraza moguce izraziti f(x,y), no ponekad je to
nemoguce. Cesto u takvom zapisu umjesto f(z,y) piSemo novu varijablu z, no pritom ne
smijemo zaboraviti da z ovisi o i y (z nije nezavisna varijabla kao §to su x i y). Izraz u
tom slucaju glasi 2% + zsin (zy + 2) =0, 2 = f(x,y).

Prirodno se namece pitanje kako deriviramo takve funkcije.

Uvodimo novu funkciju F'(z,y, z) gdje su sve tri varijable nezavisne. U izrazu, kojim smo
implicitno zadali funkciju, sve prebacimo na lijevu stranu i definiramo F' kao izraz na
lijevoj strani.

F(z,y,2) = 2° + zsin (vy + 2)

Tada je
of Sy of -5
Zz(x7y> = %(l’,y) = %_g' ) Zy('rﬂy) = a_y(‘x?y) - %Ti‘y

Vazno je zapamtiti da kod F' simbol z predstavlja nezavisnu varijablu, a kod f simbol z

ovisi o x 1 .
Zadatak 7.3.1. Odredite % i g—?’j implicitno zadane funkcije z22 + 2% + 22 + y?> + 4 =
0, z= f(z,y).
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Rjesenje. Definiramo novu funkciju F(z,y, z) = v2? + 22 + 2z + y* + 4.

oF
%(x,y,z):z2+2x+2+0+():z2+2:1;+2
oF

a_y(x>yaz):0+o+0+2y+0:2y

oF

a—(:v,y,z):$-22+0+0+0+O:2x2
z

oOF
OF ()= e = 2222 Oy o WV
ox "’ %—f 2rz ’ oy’ 86_1: 20z 1z

Zadatak 7.3.2. Odredite % te %(0, 0) implicitno zadane funkcije z = xf;;iz’
fz,y).

Rjesenje. z(x +yz +2)=v+y=z20+2y+2z2—2—y=0

Definiramo novu funkciju:

F(z,y,2) =20+ 2%y +22—2 —y.

Njezine parcijalne derivacije su

oF

%(x,y,z):z—l,

oF )

—(xr,y,2)=2"—1

ay( 7y7) )

oF

E(w,y,z):w+2zy+2.
I s U i
TR T 2y 27 Y 2B gy 22y 2

0z Oz

U nastavku deriviramo z, po varijabli y (oznaka ’ je deriviranje po y).

0*f (z )_(—z+1)’-(a:—|—2zy+2)—(—Z+1)-(x+2zy+2)'_
Jyox W= (x + 2zy + 2)? B
—2zy - (4+22y4+2) — (—2+ 1) - (22,5 + 22)

(x 4 2zy + 2)?

Vrijednost od z za (z,y) = (0,0) je z = 574525 = 0.

Vrijednost od 2,(0,0) = 3_5(07 0) = 04:293%12 =1

82]"(0 )_—%-(0+0+2)—(0+1)-(2-%-0+2-0)_ 1
oyox (0+2-0-0+2)?

82
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Zadatak 7.3.3. (Zadatak s kolokvija)

Funkcija je zadana implicitno izrazom:
ze” +we? +yet =4e*, 2= f(x,y).
Izracunajte fy.(2,0).

Rjesenje. Definiramo funkciju F(z,y,2) = ze® + xe? + ye* — 4e?.

Njene prve parcijalne derivacije su

OF

3_($,y,2) = ze® + €2,
X
OF .
8_y(x7y7z) =c,
OF . ;
g(x,y,z) = e’ 4 ye®.
OF
TS T agge . VT T atge

Vrijednost z za x = 2 1 y = 0 iznosi

ze? + 2e% 4+ 0 = 4¢e?

ze? = 2¢?
z = 2.
of —e?
2,0)=—(2,0)= —— = —
Zy(v) ay(v) €2+O

U nastavku derivamo z, po y (oznaka ’ je deriviranje po y).

0% f (—ze® —e?) - (¥ +ye*) — (—ze® — e?) - (e” + ye?)’
m(x’ v) = (e* + ye*)? -
_ —zyet(e" +yet) — (—zet —€?) - (1€ + ye*z,)
B (e* + ye)?
O f 5 0) — —(=1)e*(e* + 0) — (—2e? — €?)(e* + 0) _4

ayam( 0) = (€2 +0)?



Poglavlje 8

Linearna aproksimacija funkcija vise
varijabla, tangencijalna ravnina,

diferencijal

8.1 Tangencijalna ravnina

Tangencijalna ravnina je poopéenje pojma tangente koji smo obradivali kod funkcija jedne
varijable. Graf funkcije dviju varijabli naziva se ploha u prostoru. Tangencijalna ravnina u
tocki plohe T'(xq, Yo, 20) je ravnina koja plohu dira u toj tocki i u nekom smislu je okomita
na plohu. Buduéi da funkciju dvije varijable mozemo zadati na dva nacina, implicitno i
eksplicitno, zapisat ¢emo i dvije formule za tangencijalnu ravninu. Tangencijalnu ravninu

odreduje vektor normale koji oznac¢avamo s 7i.

Slika 8.1: Primjer tangencijalne ravnine i vektora normale u tocki 7'

84
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EKSPLICITNO ZADANA FUNKCIJA z = f(z,y)

Jednadzba ravnine u T'(zo, yo, 20) je

g—i(%,yo) (z —w0) + g—;(ﬂco,yo) (Y —yo) —1-(2—20) =0.

of

Vektor normale je 7 = <3£ (0, o), 3—5(930, Yo): _1>-

IMPLICITNO ZADANA FUNKCUJA F(z,y,z) =0

Jednadzba ravnine u T'(zo, yo, 20) je

oF oF OF
%(l’myo, 20) - (x — x0) + 8_y(x0’y0’20) (Y —vo) + a(%,yoy 20) - (2 — 20) = 0.

Vektor normale je 71 = <%—5($07y0, 20), %—5(950,?/0,20)7 %—Z(xo,ymzo))-

Primjer 8.1.1. Odredite tangencijalnu ravninu na graf funkcije f(x,y) = 22y u tocki

T(2,1,4).

Rjesenje. Funkcija je zadana eksplicitno pa su nam potrebne vrijednosti g—£(2, 1)1 %(2, 1).

%(%y) =2ry, %(2,1) =4
0 0
pew=a Hen-d
0 0
8_£(x0’y0> (7 —x0) + a—i(xo,yo) (Y —y0) —(2—20) =0

dr—2)+4y—1)—(2—4)=0

der+4y —2—-8=0

Zadatak 8.1.2. Odredite tangencijalnu ravninu na graf funkcije f(z,y) = y/x — y? —
x + 6y u tocki T'(4, 1, zp).

RjeSenje. Najprije izracunamo nepoznatu koordinatu tocke T'. Tocka T je na grafu od

f pa je dobijemo uvritavanjem z = f(20,10) = f(4,1) =1V/4 - 12 —4+6-1 = 3.

Funkcija je zadana eksplicitno pa su nam potrebne % i g—g’; u tocki (4,1).

of I S _ Yy Of y 1y~ 3
%(J:,y)—y 3% 0 1—}-0—2\/5 1, a:10(4,1)— 1
of B B _ of B
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%(9507%) (z —w0) + %(Io’y‘)) “(Y—v0) —1-(2—=2) =0

—%(:13—4)+6(y—1)—1(z—3)=0

3
—Z—lx+6y—z:O

—3x +24y —42 =0

Zadatak 8.1.3. Odredite tangencijalnu ravninu na plohu xz?+z%y = 6 u to¢ki T'(z, 2, 1)

uz uvjet xg > 0.

RjeSenje. Najprije izracunamo nepoznatu koordinatu tocke T'.

zo- 1" +25-2=6
275 + 29— 6=0

3
170:—27 x0:§

Bududi da u zadatku pise da je zo > 0, biramo 29 = 3. Dakle, T'(2,2,1).

Primijetimo da je funkcija zadana implicitno. Definiramo F(x,vy, 2) = 2% + 2%y — 6.

OF L, OF (3 B
%(:c,y, z) = z° + 2xy, B (5,2,1) =7
OF ., OF (3 9
6_y(x7yvz)_'r7 8_y<§’2’1)_1
oF oF (3
%(l’,iy, Z) = 2zz, % (5727 ]-> =3
oF oF oF
%(1’07%,20) (x —x0) + a—y($0,y0720) (Y —vo) + 5(950,3/0, 29) - (2 —20) =0

3 9
7(I——)+—(y—2)+3(z—1)20
2 4
9
7x+1y+32218
28z + 9y + 12z = 72

Zadatak 8.1.4. Na plohi 2% 4 3?2 — 2?2 — 22 = 8 nadite tocke u kojima je tangencijalna

ravnina paralelna s ravninom y = 0.

RjeSenje. Tangencijalnu ravninu odreduje njezin vektor normale. Oznacimo ga s 7ip.
Zadana ravnina je y = 0 Sto znac¢ida je 0-z+1-y+0-2 = 0, odnosno vektor normale te

ravnine je 77 = (0,1,0). Buduéi da trazimo tocke plohe u kojima su postavljene ravnine
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paralelne sa zadanom ravninom, vektori normala tih dviju ravnina leZe na istom pravcu,
tj. kolinearni su (Matematika 1 - uvjet kolinearnosti).

Ploha je zadana implicitno pa definiramo F(x,vy,2) = 2% + y? — 22 — 22 — 8. Oznac¢imo
trazenu toc¢ku s T'(zo, Yo, 20) te odredimo vektor normale tangencijalne ravnine u toj tocki

izrazen preko koordinata tocke T'.

oF oF

%CC,Z/,Z) =2z — 2, %<x07y0720) = 2xo — 2
oF oF

a_y<x7yaz) = 23/, a_y(%,ZUO, ZO) = 21/0

oF oF

%(l‘?ya z) = —2z, 5(370,90, 2) = 22

Vektor normale ravnine u trazenoj tocki je ny = (2x¢ — 2, 2y, —220).

Uvjet kolinearnosti je

21‘0 -2 o 2y0 —22’0

0 1 0’

no zbog puno nula u vektoru normale lakSe nam je uvjet kolinearnosti promatrati kao
(2!E0 - 2, Qyo, —22’0) = /\(0, ]_, 0)

iz ¢ega onda slijedi da je

21’0 —2=0
2yo = A
—220:0,

odnosno xy =1, yy = %, zo = 0.

Tocka T'(xg, Yo, z0) lezi na plohi pa zadovoljava njezinu jednadzbu.

x84y — 25 — 279 = 8

)\2
1+~=—-0-2=8

4
A2 =36
Ao = £6

A =6=y,=3=T(1,3,0)

A= —6= Yo = —3 = T(l,—g,())
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Zadatak 8.1.5. (Zadatak s kolokvija)
Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu x? — 4z + 22 — yz = 5 koja je paralelna

s ravninom 2z — 3z = .

RjeSenje. Vektor normale zadane ravnine je 1 = (2,0, —3).
Odredimo vektor normale 77 trazene ravnine. Neka je T'(zo, Yo, 20) tocka plohe u kojoj

trazimo tangencijalnu ravninu. Definiramo funkciju F(z,y,2) = 2? — 4z + 2% — yz — 5.

oF oF

%(xaya Z) =2x — 47 %(37071/0,%) = 2xO - 47
o (2y.2) O 200,20

—\X Z) = —Z — I\ 20) = — X%

ay Y, ) ay 0, Y0, 20 05

oF or

%(‘757?/, z) =2z —y, g(xoyyo,zo) =220 — Yo

Vektor normale je 7ip = (2xg — 4, —20, 220 — Yo)-

Zapisujemo uvjet kolinearnosti

21‘0 —4 —20 . 220 — Yo

2 0 -3

Zapisan na drugi na¢in uvjet kolinearnosti je
(270 — 4, —20, 220 — Y0) = M(2,0,-3),
odnosno

2ZEO—4:2)\
—Z():O

220 — Yo = —3A

paje zo =0, yo =3\, zog = A+ 2.
Tocka T'(A + 2, 3A, 0) lezi na plohi pa zadovoljava njezinu jednadzbu.

A+2)2?—4A+2)+0-0=5
A =9
Arg = £3
A =3=1T(5,9,0) = iip = (6,0, -9)

Ay = —3=T(=1,-9,0) = ity = (—6,0,9)
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Prema tome, imamo dvije takve ravnine.
6(x—5)—9(2—0)=0
6x — 9z = 30
—6(z+1)+9>2-0)=0

—6r+92=06

8.2 Linearna aproksimacija funkcija dviju varijabla

Formula za rac¢unanje linearne aproksimacije funkcije dvije varijable vrlo je sli¢na onoj
koju smo radili u kolegiju Matematika 1 za funkciju jedne varijable. Prisjetimo se, tamo

se priblizna vrijednost funkcije u tocki x rac¢unala kao:

f(@) = f(xo) + f'(x0) - (x — 20).

Zbog postojanja jos jedne varijable ovdje imamo "dodatak" prethodno navedenoj formuli.

Naime, vrijednost f(xg,yo) potrebno je "korigirati" i u smjeru y, tj. formula glasi:
of of
f(z,y) = f(zo,y0) + 5= (w0, v0) - (z — 20) + (%0, %0) - (¥ — %o)-
ox dy
Cesto oznacavamo s Az =z — 29 1 Ay = y — yo.

Primjer 8.2.1. Koristeé¢i linearnu aproksimaciju funkcije f(x,y) = 22 + y* — 4a?y?,

priblizno izrac¢unajte f(1.95,2.1).
Rjesenje.
r=195 1x19=2 = Ax=x—19=—0.05

y=21 y=2=> Ay=y—y=0.1

of B 2 of .

B (z,y) = 2x — 8y“x, 8$<2’ 2) = —60

of B 2 of _
f(2, 2) = —56

N of of
f(195,2.1) ~ f(2,2) + 5(2,2) - Az + a—y(2, 2) - Ay

= —56 + (—60) - (—0.05) + (—60) - 0.1
= —59
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Zadatak 8.2.2. Koristedi linearnu aproksimaciju, priblizno izracunajte v/5.7 + v/15.8.
1

Rjesenje. Definiramo funkciju f(z,y) = ¢/z + 3y = (m + yi) ’

r=57 w9=6 = Ar=x—1x9=-0.3

y=158, yo=16 = Ay=y —yo= —0.2

of 1 1\~ 1 of 1
7 — _ 1 — _7 1 —_
a0 0 Y) 3<x+y> 3 (et ) 90016 = 35
of 1 N2 1 _s 1 of 1
—(z,y) ==z +y* s—yT1 = , —(6,16) = —
0y( 2 3( y> 1Y 12.w3(3x+%)2 6y( ) 384
£(6,16) = 2
of of
J7,15.8) = 1 —(6,16) - —(6,16) - A
f(57,15.8) = J(6,16) + 50 (6,16) - A + 5(6,16) - Ay
1 1
:2+E-(—O.3)+§-(—02)
_g_ 1 1
- 40 1920
_o_ 49
- 1920

Zadatak 8.2.3. (Zadatak s kolokvija)

Koristeci linearnu aproksimaciju, priblizno izracunajte 2 cos(1.987) + e!-98*~403,
RjeSenje. Definiramo funkciju f(z,y) = 2 cos(zm) + €= V.

r=198, x29=2 = Arx=x—129=—0.02

y=4.03, yo=4 = Ay=y—1yo=0.03

%(w,y) = —2msin(zm) + 22 ey, %(2,4) =4
0 2 0
a_g(x7y) = —¢” 7y, a_£<2’4> = -1
f(2,4) =3
of of

FL98,4.08) & f(2,4) + 50 (2.4) - Av+ 5 (2,4) - Ay

oz
=3+44-(=0.03) — 1-0.02
— 2.89
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U sljedeé¢im zadacima takoder se koristi linearna aproksimacija, ali sami moramo za-

kljuciti pomocu koje funkcije dobivamo trazenu aproksimaciju.

Zadatak 8.2.4. Priblizno izrac¢unajte polumjer kruznice sa sredistem u ishodistu koja

prolazi tockom 7'(6.9,24.2).

RjesSenje. Polumjer je jednak udaljenosti sredista S i tocke T.

T
/
/
\\\ //

r=+/(zr —25)2+ (yr — ys)?
= /(6.9 —0)2 + (24.2 — 0)2
= /6.92 +24.22

Definiramo funkciju f s f(z,y) = /22 + 4% = (2% + 3/2)%-

r=069, x0=7= Ar=x—19=-0.1

y=242, yp=24 = Ay=y—1yy=0.2

af 1l oy -1 B T af T
of Ly y of 24
97 — = 2oy =——Y 704y = 22
ay(fc,y) 2(96 +v7) y T ay<7’ ) =3¢
F(7,24) = 25
V6?1 2122 of of
6.9° + 242~ f(T,24) + 5 (T, 24).Ax+a—y(7,24)-Ay
7 24
=25+ 5=+ (~0.1) + 5= 02
A1
— 954+ ——
* 950

Zadatak 8.2.5. Priblizno izracunajte polumjer kruznice opisane pravokutniku sa strani-

cama a = 6.2, b = 7.8.
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RjesSenje. Polumjer je udaljenost od sjecista dijagonala pravokutnika do jednog od vrhova

pa je potrebno procijeniti r = \/(%)2 + (7‘78)2 = % + % = %\/6.22 + 7.82.

Funkciju f definiramo kao f(z,y) = 11/ + 42

r=062, 20=6 = Ar=x—17=0.2

y="178 y=7=> Ay=y—yo=—-02

of 11,5, o -1 x of 3
ZJ - _.Z 2. 9 = — 7 ZJ el
of 11, o\ —3 B Y af 4
f(6.8) =5
%\/6.22 + 7.8~ f(6,8) + %(6,8) -Ax + %(6,8) Ay
3 4

—5+E-O.2+E-(—0.2)

_s_ 1

750

Napomena 8.2.6. Zadaci s linearnom aproksimacijom mogu se zadati i kada je funkcija
zadana implicitno. Tada se parcijalne derivacije of f racunaju kao Sto smo to radili u

poglavlju 7. Postupak linearne aproksimacije ide identi¢no.

8.3 Diferencijal

Formula za diferencijal funkcije f(x,y), u oznaci df (z,y), je

ife,) = S (eg)do+ 5 (o) dy.
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Primjer 8.3.1. Odredite diferencijal sljede¢ih funkcija:

a) f(r,y) =2>+y* —4a?y?,  b) f(x,y) = 2° cos (zy).
Rjesenje.
a) Najprije odredimo parcijalne derivacije funkcije f.

of e a2 of P
ax(%y)—lf 8y“x, ay(xay)—Qy 8x%y

Diferencijal je

df (z,y) = (21’ — 8y2$) dr + (Qy — 8x2y) dy.

%(x,y) = 2z cos (zy) + 2% - (—sin (zy)) - y

= 21 cos (zy) — ysin (2y)

of

v _ 2
8y(:m/) T

3

- (—sin (2y)) - 2 = —2® sin (zy)

Diferencijal je

df (z,y) = (2z cos (zy) — 2’y sin (zy)) dz — 2° sin (zy) dy.

.93



Poglavlje 9
Lokalni ekstremi

Kod funkcija jedne varijable kandidate za lokalne ekstreme dobili smo kao nultocke prve
derivacije funkcije te smo potom dobivene nultocke uvrstavali u drugu derivaciju funkcije.
Uz pomo¢ odredenog kriterija zakljucili smo radi li se o lokalnom minimumu ili maksi-
mumu. Kod funkcija dvije varijable postupak je slican samo su objekti kojima baratamo
poopcéeni.

Tocku/tocke koje dobijemo izjedna¢avanjem prvih parcijalnih derivacija s nulom nazi-
vamo stacionarne ili kriti¢ne tocke. Nadalje, definiramo Hesseovu matricu u stacionarnoj
tocki (g, yo) s

62f((lf 9% f
- ano) x('r(hy())
H(x()? yO) = 222 ayga

9
&E_gy(xO’yo) a_y,;@o’yo)

Na seminarima ju krace oznac¢avamo s

A B
H =
B C
pri ¢emu je A = g%(a:o,yo), B = %(zo,yo) iC = %(azo,yo). Njezinu determinatu

oznacavamo s A = AC — B2

Kao dovoljan uvjet za lokalne ekstreme navodimo sljedeci kriterij.
1.) Akoje A >0

a) 1 A >0, onda je u tocki (g, yo) lokalni minimum.

b) i A <0, onda je u tocki (zo,yo) lokalni maksimum.
2.) Ako je A <0, onda je tocka (zo, o) sedlasta tocka.

94
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3.) Ako je A =0, onda niSta ne mozemo reéi o tocki (zg, yo)-

Nadalje, nuZnim uvjetom nazivamo ¢injenicu da ako je neka tocka (g, yo) lokalni ekstrem,

onda je ona nultoc¢ka prvih derivacija funkcije f, tj. %(xg, yo) =01 2—5@50, yo) = 0.
Primjer 9.0.1. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 4oy — 2* — y*.

RjesSenje. Najprije odredimo prve parcijalne derivacije od f:

af of

5y (0y) = dy — da?, 8—y(x,y) = 4o — 4y°.
Zatim odredimo stacionarne tocke.
4y —4x® =0
4 — 41® =0

Iz prve jednadzbe slijedi da je y = 2. Uvrstimo li ¥ u drugu jednadzbu, imamo

dr — 42° =0
4z(1 —2%) =0
ry=0 ili 2=1=zy=1,23=—1.

Prema tome, y; =0, yo = 1 1 y3 = —1. Stacionarne tocke su (0,0), (1,1) i (—1,—1).
Za kriterij potrebne su nam druge parcijalne derivacije.

o°f Of
0x? 0xy

o*f
Oy?

(z,y) = —122?, (z,y) =4, (z,y) = —12¢°

Analiziramo jednu po jednu stacionarnu tocku.

Za (0,0) dobivamo A = 24(0,0) = —12- 0> = 0, B = 2L(0,0) =41 C' = ££(0,0) =
—12-02=0te A = AC — B*= —16 < 0 pa je (0,0) sedlasta tocka.

Analognim uvrstavanjem za (1,1) ispada A = —12, B =4, C' = —12 te A = 128. Bududi
daje A>01iA<0,utocki(1,1) je lokalni maksimum.

Za (—1,—1) imamo A = —12, B=41C = —-12te A =128. Kakoje A >0i A<0,u

tocki (—1,—1) je lokalni maksimum.
Primjer 9.0.2. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 23 + y* — 3z — 3y.

Rjesenje. Parcijalne derivacije su

of
ox

(xay) :3'1’2_37 g_;jl(xuy) :3y2_3



POGLAVLJE 9. LOKALNI EKSTREMI 96

Stacionarne toc¢ke dobivamo iz

322 —-3=0

3y —3=0

te je 110 = £11 y1 o = £1. Prema tome, imamo Cetiri stacionarne tocke: (1,1), (1, —1),
(—1,1), (—1,-1).

Druge parcijalne derivacije su

Len=6r oLy Slwy =
Za (1,1)je A=6,B=0,C =6te A =36>0. Kako jei A > 0, radi se o lokalnom
minimumu.
Za(1,-1)je A=6,B=0,C=—6te A =—-36 <0 paje (1,—1) sedlasta tocka.
Za (—1,1)je A=—6,B=0,C =6te A =-36 <0 paje (—1,1) sedlasta tocka.
Za(—1,-1)je A=—6,B=0,C =—-6te A =36 >0. Kako je A < 0, radi se o lokalnom

maksimumu.

Zadatak 9.0.3. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2* +y — ev.

Rjesenje.
0 0
8—£(9€,y) = 2w, a—g(x,y) =1-¢
Iz sustava
20 =0
1—-eY=0

slijedi da je z =01y = 0 pa je (0,0) stacionarna tocka.

02 f 02 f f

— =9 — — Y
oz (0 Y) = 2, a(,an(ﬂf,y) 0, ayQ(fE,y) e

Za (0,0) dobivamo da je A =2, B=0,C = —1 te A = —2 < 0 pa se radi o sedlastoj

tocki te funkcija nema lokalnih ekstrema.
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Zadatak 9.0.4. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = ysinz.

Rjesenje. Parcijalne derivacije su

of of

—(x,y) =ycosz, —(x,y)=sinz.
5 DY) =Y 8y( y)
Iz sustava
ycosz =0
sinx =0

slijedi da je x = km, k € Z. Nadalje, imamo

ycos (km) =0
y (=1)F=0
y=20

pa su stacionarne tocke oblika (k7, 0), k € Z (ima ih beskona¢no mnogo).

Druge parcijalne derivacije su

L= yene, P —conn, P
92 x,y) = —ysinzx, 520y x,1Y) = cosz, e

(z,y) =0
pa dobivamo da je A = —0-sin (k7) = 0, B = cos (kr) = (= 1)*, C =0te A = —(—1)? =
—1 jer je 2k paran broj za svaki k € Z. Sve stacionarne tocke su sedlaste tocke, lokalnih

ekstrema nema.

Zadatak 9.0.5. (Zadatak s kolokvija)

Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 32,

Rjesenje.

0
a_i(x7 y) - ezy_%(y - 3)7 —(l’, y) =™y

Sustav za odredivanje stacionarnih tocki je

eV (y —3) =0,

ey = (),
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Kako je eksponencijalna funkcija strogo pozitivna za svaki x i y, odmah dobivamo da je

x =01y = 3. Druge parcijalne derivacije su

52 ™
) = ey = 3
aZf Ty—3x TYy—3T Ty—3x
axay(x,y):ey (y —3)z + ™% = ™ (yr — 3z + 1),
82f ry—3x .2

8_3/2(x’y) =e€ 'y

pa dobivamo da je A =0, B=1,C =0 te A = —1 te zaklju¢ujemo da je u (0, 3) sedlasta

tocka (funkcija nema lokalnih ekstrema).

Zadatak 9.0.6. (Zadatak s kolokvija)
Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 4y Inz + 3°.

Rjesenje.
of 4y of
a95(%,1/) ot ay(:ﬁ,y) nzx+ 2y
Iz sustava
4
by _,
T
dlnx +2y =0

slijedi da je y =012 =1 pa je (1,0) stacionarna tocka. Druge parcijalne derivacije su

*f 4y

%(Iay) = T2
o f 1
0xdy (z,y) = 2’

o*f

a7 (z,y) =2

pa dobivamo da je A =0, B =4, C = 2 te A = —16 te zakljuCujemo da je u (1,0)

sedlasta tocka (funkcija nema lokalnih ekstrema).

Zadatak 9.0.7. Odredite lokalne ekstreme funkcije z = f(z,y) zadane implicitno s
2 +2y +xz+22=3.

Rjesenje. Definiramo funkciju F(z,y,2) = 2 + 2y* + 2z + 22 — 3. Parcijalne derivacije
od F' su

OF OF OF
%(C(],y,Z)—QZL’—f—Z, a_y('r7y7z)_4yu g(x,y,z)—x—i-Qz
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Parcijalne derivacije od f dobivamo po formulama iz Poglavlja 7 kao

oF
OF (pyy=ope = —20=2 O ) Ta
or"’ ge r+2z " Oy’ o T+ 2z

Stacionarne toc¢ke dobivamo na sljedeéi nacin

— o —
L:0:>z:—2x,
T+ 2z
Y _poy=0
r+2z y="5

Dakle, one su oblika (z,0,—2z), no kako leze na plohi zadovoljavaju njezinu jednadzbu
pa imamo
2 +2-0°+ - (—27) +(—22)*=3
r? —22° +42* =3
327 =3
T19 = *£1,

iz Cega slijedi da su stacionarne tocke (1,0,—2) i (—1,0,2).

Druge parcijalne derivacije dobivamo iz prvih parcijalnih po pravilu deriviranja kvocijenta:

ﬁ(w ) = (=2 — z,)(z +22) — (=22 — 2)(1 + 2z,)
dx2 ™ (x +22)? ’
0 f 0 +22) — (—4y)(1+22)  4y(1 +22,)
0xdy (z,y) = (x + 22)? (x4 22)2
O f (w4 22) — (—4y) - 22,
a_yg(x7y) = (z + 22)2

Buduc¢i da za stacionarne tocke vrijedi da one uvrStene u prve parcijalne derivacije daju
0, imamo da je z,(1,0) = 2,(1,0) =01 2,(—1,0) = 2,(—1,0) = 0.
Za tocku (1,0, —2) dobivamo

(—2—-0)(1—4)—(-2+2)(1+2-0) 6 2

A= = 3 = 5>
(1+2-(-2)) 9 3

_40-(1+2:0)

C(1+2-(=2)2 7
C__4.(1+2.(_2))+4-()-2~0_12_4

B (1+2-(-2)) CERE)
A:§>0.

Kako je A > 0, tocka (1,0, —2) je lokalni minimum.
Na isti se nac¢in uvrstavanjem za tocku (—1, 0, 2) dobiva A = —%, B=0,C= —% te A = g

Sto uz negativni A dovodi do zakljucka da je tocka (—1,0,2) tocka lokalnog maksimuma.



Poglavlje 10

Visestruki integrali

Od visestrukih integrala radit ¢emo dvostruke integrale. Princip integriranja je isti kao
kod jednostrukih integrala, samo Sto moramo paziti na redoslijed integracije.

Simbolicki zapis dvostrukog integrala je

[[ s@varay

pri ¢emu je S podrudje integracije, a f(z,y) podintegralna funkcija.

Oznaka dx dy se u simbolickom zapisu uvijek piSe na taj nacin, no ne oznacava redosli-
jed integracije. Redoslijed integriranja kod dvostrukih integrala uvijek je od unutarnjeg
integrala prema vanjskom integralu. Koristit ¢emo dva zapisa za svaki od redoslijeda

integriranja:

1. prvo integriramo po y zatim po x

b rfa(z) b fa(x)
/ / f(z,y)dydx ili / dx/ f(z,y) dy.
a Jfi(x) a 1(x)

Ako je vanjski integral po z, onda granice unutarnjeg integrala moraju biti izrazene
u varijabli x (tj. kao funkcije fi1(z) i fo(z)). Granice unutarnjeg integrala ne smiju

sadrzavati y.

100
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2. prvo integriramo po varijabli x zatim po y

d rg2(y) d g2(y)
/ / f(z,y)dx dy ili / dy/ f(z,y)dx.
c Jagi(y) c g1(y)

Ako je vanjski integral po y, onda granice unutarnjeg integrala moraju biti izrazene

u varijabli y (tj. kao funkcije g1(y) i g2(y)). Granice unutarnjeg integrala ne smiju

sadrzavati x.

2 1
Primjer 10.0.1. Integrirajte / dy/ (2% + 2y) du.
0 0

Rjesenje.

2 1 2 1 1 2 $3

/ dy/(x2+2y)dx—/ U x2da:+2y/ 1dx] dy—/ —

0 0 0 0 0 0 3
271 1

= 12y dy={= 2

[ Gra) = (5rev)

3 5
Primjer 10.0.2. Integrirajte / dy/ (x 4 2y) dz.
-3 y

Rjesenje.

/_i dy/j_4(x+2y)dx:/_i (%2"‘23/1?)
/33 [(§ * 10y) N (%(yQ —4)* + 2y(y” — 4)” dy

2
’ L 4 3 2 9
:/ <—§y —2y° + 4y —|—18y+§> dy

1 3 3 3 3 9 3
—/ y4dy—2/ y?’dy~|—4/ y2dy+18/ ydy+—/ dy
2/ 3 -3 -3 -3 2./

1

2

3 3 3
9
-2 y4dy—2-0+4-2/ dey+18-O+§-2/ dy
0 0

—
*
=

24 252
:_T3+72+27:i

+ 9y
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U jednakosti (*) koristena je Napomena 3.3.3 o integriranju neparne, odnosno parne

funkcije na simetri¢cnom intervalu.

Zadatak 10.0.3. Skicirajte podrucje integracije S u integralu:

o [Car [ renan v [a [ e

Rjesenje.

a) Podrucje S se po varijabli x proteze od x = 1 do x = 3, a po varijabli y od funkcije
filz) =221 fo(z) =2+ 9.
12
10 S

f2 |
AN

-5-4-3-2-1 123456728279

Slika 10.1: Podrucje S

b) Podruéje S se po varijabli y proteze od y = 0 do y = 4, a po varijabli x od ¢;(y) =y
do g2(y) =10 —y.

ay)=y=>zr=y=>y==z

@y)=10—y=2=10-y=>y=10-x

10
8
6

4t N

2 S

2 4 6 8 1 12
-2

Slika 10.2: Podrucje S
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Zadatak 10.0.4. Odredite granice integracije u oba poretka za // f(x,y) dx dy ako je:
S

a) S trokut s vrhovima (0,0), (1,0) i (1,1),

b) S odreden odsjeckom parabole y = x? i omeden pravcem y = 4.

Rjesenje.
2
15
1
05
S
-1 050/ 05 1 15 2 25
-05

Slika 10.3: Podrucje S

a) Pravac koji prolazi kroz (0,0) i (1,1) ima jednadzbu y = z, onaj kroz (0,0) i (1,0) je
y = 0 te onaj kroz (1,0) 1 (1,1) je z = 1.

1. poredak: za fiksni x € [0,1] po y se

kre¢emo od pravca y =0 do y = x.
1 T
/ dx/ [z, y)dy
0 0 za fiksni x

2. poredak: za fiksni y € [0,1] po z se

kre¢emo od pravca y = x do x = 1, no prvi

pravac ne smijemo zapisati na taj nacin, vec¢

[ dy/ylﬂx,y)dx

za ffiksni y
kao x = y.
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b) Najprije skiciramo zadanu parabolu i pravac.

Slika 10.4: Podrucje S

Prvi poredak: po x se kre¢emo od -2 do 2, a za fiksni x € [—2,2] kre¢emo se od

parabole y = 2 do pravca y = 4.

[ ar [ sty

Drugi poredak: po y se krecemo od 0 do 4, a za fiksni y € [0,4], krecemo se od lijeve

grane parabole x = —,/y do desne grane parabole r = ,/y.

/04 dy/_Zf(x,y)dx

Zadatak 10.0.5. Promijenite poredak integracije u integralu:

1 3x 0 T+x
a) / da:/ f(z,y) dy, b) (Zadatak s ispita)/ dx/ f(z,y)dy.
0 2x -3 (:E+2)2+3
Rjesenje.
a) Najprije skiciramo podrudje S koje se po x prostire od x = 0 do x = 1, a po y od

fi(z) = 2x do fo(x) = 3z.

—4—3—2—1%12345
|

Slika 10.5: Podrucje S
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Prilikom zamjene redoslijeda integracije prvo odredimo granice za y: od 0 do 3. Na

tom intervalu funkcije g1(y) i g2(y) nisu cijelo vrijeme iste. Preciznije, funkcija g1(y) = %
je stalna, no za fiksni y € [0, 2] funkcija gs(y) je pravac ,azay € [2,3], funkcija

92(y) je vertikalni pravac gs(y) = 1.

92
2 gls

1
4 3 2 10 1 2 3 4 5
-1

Slika 10.6: Podrucje S

Prema tome, u drugom redoslijedu integral ne mozemo zapisati kao jedan dvostruki

integral, ve¢ kao dva.

12/02 dy/;f(x,y)dx+/23 dy/;f(x,ymx

b) Najprije skiciramo podrudje S.

f2

4

fi

2

—1078/—6—4—20 2 4 6

Slika 10.7: Podrucje S

Kao presjecne tocke funkcija f; i fo dobivaju se toc¢ke (—3,4) 1 (0,7). Po y S se pruza
od y =3 do y = 7. Funkcija go(y) = —2 + /y — 3 je ista za sve y € [3,7], no za y € [3,4]
jegily) = —2—+y—3,azay€[4,7 je g:(y) =y — 7. Integral je

4 —24+/y—3 7 —24+/5—3
I=/ dy/ f(w7y)d$+/ dy/ flz,y)dz.
3 —2—y—3 4 y—T7
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-0 8 -6 4 -2 0 2 4 6

Slika 10.8:

Podrucje S

Zadatak 10.0.6. Izracunajte [[ f(z,y)dz dy ako je S manje podrugje omedeno pravcem
s

koji prolazi tockama (0,2) i (2,0) i lukom k

RjesSenje. Skiciramo S. JednadZzba pravca

\ 1
\\
\ 05

ruznice z° + (y — 1) =1 za f(z,y) = z.

kroz (0,2)1(2,0) jey = —x + 2.

25 2 15 -1 05
05

Slika 10.9:

05 1 15 225

Podrucje S

Presjek kruznice i pravca dobijemo rjeSavanjem

4 (—r+2-1)2=1

2% — 22 =0
20(x —1)=0
z1 =0 To =1
h=2 y=1

Zapisujemo integral, npr. u poretku po x pa po y. Podrucje S proteze se po x od x =0

do x =1, a po y od praveca fi(x) = —x + 2

do gornje polukruznice fo(z) =1+ /1 — 22
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@+ =12 =1= (-1 =1-a* 5y =1+ V-2,

1 1+V1—a? 1
I:/ dx/ :L'dy:/ Ty
0 —z42 0
t=1—2? r1=0—>t =1

/xvl—l’de— dt = 2xdr zo=1—=1t,=0]| =

144/1—22

1
dx:/ (—x+2* +2v1—22)dr =
0

—x+2

:L’dx———dt
0
1 1 1 1 t3 1
— 4= tdt = —— — = . =2
273 2/1‘[ 27T 76
1

Zadatak 10.0.7. Izracunajte f i dx dy ako je S podruc¢je omedeno parabolom y =

2+y

2
z2 .
o5 1 pravcem y = &.

Rjesenje. Najprije skiciramo S.

Slika 10.10: Podrucje S

Presjek pravca i parabole dobivamo na sljede¢i nacin.

— =
2

z? =2 =0

z(r—2)=0

il')l:O 1'2:2

y1=0 x9=2

Postavljamo integral, npr. najprije po x zatim po y. Po x se podrucje S proteze od 0 do

2, a po y od parabole f(z) = % do pravca fy(x) = x.
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2 x 2 x 2 ”3
1 1
I:/ dw/ %dy:/ x/ ﬁdydx:/ g7c-—aurctgg dxr =
0 2 2ty 0 2 Tty 0 x T
2 2

z=
2

2 2
s m e m s
= tgl— t—)d: (—— t—)d:—/ld—/ tg = dz =
/O(arcg arctg o | dz /0 y —arctg s ) de 1) T Oarcg2x

u = arctg § dv = dx ) ) -

T T T
=|ldu=—"5-Ydx wv=2x | ==2| — |rarctgZ —/ dr| =
142 2 4 . &9 . Jo 4 + 22

du:4+2z2dx

2 _ 2 _ _
2 t=4+z° r,=0—>1t; =4
:g— [Qarctgl—Oarcth—/ ac 1: ' '

0 4+.T2
8
1
—(f—/ —dt):ln\ty
2 ), 1

10.1 Dvostruki integrali - polarne koordinate

dt =2xdx x9=2—>1t, =38
8

=1In2
4

Sjetimo se polarnih koordinata kod jednostrukih integrala u ra¢unanju povrsina likova
(Lekcija 5). Formula koju smo tamo koristili za racunanje povrsina izvedena je pomocu
dvostrukih integrala.

Ovdje nas zanima kako transformirati dvostruki integral zapisan u Kartezijevim koordi-
natama u dvostruki integral u polarnim koordinatama.

Poveznica tih dviju vrsta koordinata je x = rcosy, y = rsinp. Simbolicki zapisana

//f(x,y)dxdy—//f(rcosgo,rsingp)rdrdgp
S S

pri ¢emu je S u prvom integralu opisan pomocéu Kartezijevih koordinata, a u drugom

formula je

integralu pomocu polarnih koordinata. Integral na desnoj strani ima dodatno i r koji

predstavlja Jacobijan zamjene koordinati.
2 T
Zadatak 10.1.1. Transformirajte / dx / f(z,y) dy uintegral s polarnim koordinatama.
0 0

Rjesenje. Skiciramo podrucje S.
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Slika 10.11: Podrucje S

Sjetimo se, kod polarnih koordinata r oznacava udaljenost tocke od ishodista, a kut ¢
je kut izmedu spojnice te tocke i pozitivnog dijela osi x.

Najudaljenije tocke podrucja S leze na pravcu z = 2. Kako je u polarnim koordinatama

2
cosp’

x = rcos p, slijedi da je r =
Kut ¢ je izmedu 0 i 7 jer je koeficijent smjera pravca y = = jednak 1, a kut koji pravac
zatvara s pozitivnim dijelom osi z i koeficijent smjera tog pravca povezani su na nacin da
je tg o = k. Bududi da je ishodiste dio podrucja S, najmanji r je 0.

S u polarnim koordinatam uvijek opisujemo najprije po ¢, a onda po r, tj. integral je

™ 2
I wose
]:/ d(p/ i f(rcosp, rsing)rdr.
0 0

Zadatak 10.1.2. Transformirajte [[ f(z*+y?) dz dy ako je S podru¢je omedeno pravcima
S
y=x,y=—xiy=1.

Rjesenje. Skiciramo S.

-3-25-2-15-1-05 05 1 15 2 25 3
0.5

-1

Slika 10.12: Podrucje S

Kao i u prethodnom zadatku, na temelju koeficijenta smjera pravaca dobivamo da je

™

NS [Z’ %’r] Bududi da je ishodiste dio podrucja S, najmanji r je 0. Najudaljenije tocke

od ishodista su one na pravcu y = 1. U polarnim koordinatama je y = rsiny pa je

_ 1
sinp
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U argumentu funkcije javlja se 2% + y* = (r cos 9)? + (rsin)? = r2.

L 1
]:/4 dcp/m wf(r2)rdr
z 0

Zadatak 10.1.3. Prelaskom na polarne koordinate izracunajte [[ /z? + y? dx dy ako je
S

S podruéje omedeno kruznicom z? 4 2 = 2x.

RjesSenje. Najprije napisemo jednadzbu kruznice u standardnom obliku.

2 +y? =22
v =22 +1y* =0
(22 =22+1)—1+¢°=0
(x -1 +y*=1

S(1,0), r=1

0.5

-3-25 2-15 -1 -05
-0.5

-1

Slika 10.13: Podrucje S

Spojnica tocaka koje su u S s pozitivnim dijelom osi z zatvara kut od —% do 7.
Najbliza tocka ishodista koja je i u .S je samo ishodiste pa je najmanji r jednak 0. Naju-
daljenije tocke iz S su tocke s ruba kruga, tj. tocke na kruznici. Uvrstavanjem polarnih

koordinata u jednadzbu kruznice dobivamo gornju granicu integrala za r.

(1 cos ©)? + (rsin @) = 2rcos ¢
r? = 2rcos

r = 2C0Ss
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Podintegralna funkcija je /22 + y2 = /12 cos? p + r2sin p = r.

5 2cos
[:/ dgo/ r-rdr:/
-z 0 _

™

8 [z 8 [2
:§/ cosgocongochp:g/ cos (1 — sin? ) dp =
- bl

2cosp
7,3

3

Ny
(NE]

1
dg0:§-8/ cos® pdp =

jus
2

0

ol SIE]

»

g
o _ 7 o T o__
t=snep pr=—5 =t =sin—5 =—1

dt = cospdp =75 =ty =sng =1
8 [! 8 ¢
= - 1—t)dt=-(t——
3/_1( ) 3( 3)

Zadatak 10.1.4. Prelaskom na polarne koordinate izracunajte

_ 32
9

Vo +y? dy.

RjeSenje. Skiciramo S. Gornja granica drugog integrala je y = /16 — x? $to predstavlja

2v/2 V16—22
/ dx
0 T

gornju polukruznicu kruznice x? + y? = 16.

7
6
5 T =2,/2
35
2
1
-8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 — 123458678
-2
-3

Slika 10.14: Podrucje S

Kut ¢ krece se od § do 7. Ishodiste je dio podrucja S pa je najmanji r, r = 0.

Najudaljenije tocke podrucja S su na kruznici.

(rcosp)? + (rsinp)® = 16
r? =16

r=4

Podintegralna funkcija je /22 + y2 = V12 = r.

s 4 T g s
64 16
]:/Qd@/r-rdr:/Qr—dr:— ngpz—ﬂ
z 0 = 3 3 Jx 3
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10.2 Dvostruki integrali - povrsina

Pomocu dvostrukih integrala povrsina podrucja S racuna se tako da se za podintegralnu

P(S):// dx dy
S

Kada S opisemo sukladno skici (odredimo granice dvostrukog integrala), lagano dolazimo

b
do formule za povrsinu liku koju znamo iz Lekcije 5, P = / (fa(x) — fi(x)) dz.

funkciju f(z,y) uvrsti f(z,y) = 1.

U polarnim koordinatama formula za povrSinu S je

P(S) = //rdrdgp.

2m 1
Primjer 10.2.1. Integrirajte/ dgo/ rdr.
0 s

in ¢
27 1 2m 7,,2 ! 2 1 Sil’l2 ©
/ d<p/ rdr:/ — dgpz/ (—— )dgpz
0 sin ¢ 0 2 sin 0 2 2

2w
1 [ 1 [ 1 1 [*1—cos2p
:5/ 1dgo—§/ s1n2g0dcp:§g0 ——/ —dp =
0 0 0

Rjesenje.

2 2
0
, . o ) 1 2
25'277_1/0 (1—cos?g0)dcp=7r—1(90—§Sin(290>> ) -
1 1 1
:7‘(‘—1(27T—§Sln<47r)_0+581n0>:g

4 16—y2
Zadatak 10.2.2. Skicirajte povr§inu zadanu s / dy / dx. Transformirajte zadani
0 4—y

integral u polarne koordinate.

Rjesenje. Skiciramo S. Po y od 0 do 4, a po z od x = 4 — y, §to je pravac y =4 — x, do
x = /16 — y2 §to je desna polukruznica kruZnice 22 + 3% = 16.

\

5
45
TR
35
3
25
2
15
1
0.5

| |
~5-45-4-365-3-25-2-15-1-05 | 05 1 1.5 2 25 3 3.5 445 555 6 65 7
-0.5

-1
-15

Slika 10.15: Podrucje S
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Kut ¢ ide od 0 do 7.
Najblize tocke ishodistu, a da su u S, leze na pravcu y = 4 — z. Uvrstimo li polarne

koordinate, imamo
rsingp =4 —rcosy

r(sing + cosp) =4
4
sin p + cos ¢’

Najudaljenije tocke ishodistu, a da su u S, leZe na kruznici 22 + y? = 16. Uvrstimo li

polarne koordinate, imamo
(rcos @) + (rsinp)? = 16

r’ =16

Integral kojim dobivamo povrsinu je

z 4
I:/ dgp/ rdr.
0 4

sin p+4-cos ¢

arctg 2 %
Zadatak 10.2.3. Skicirajte i izrac¢unajte povrsinu danu s / dgo/ “rdr. Tran-
z 0

IS

formirajte u Kartezijeve koordinate.

iy

Rjesenje. Odredimo kojim pravcima odgovaraju kutevi 7

1 arctg 2.
tgi=1=y=x
tgarctg2 =2 =y =2z

Najveéi r je r = % Sto daje r cos ¢ = 3 §to prepoznajemo kao x = 3.

O T - ]

Slika 10.16: Podrucje S

Integral u Kartezijevim koordinatama je

3 2 3
P(S):/ d:c/ 1dy:/ y
0 T 0

2x
T

3
dx:/ xd:c:g.
0 2
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Primijetimo da je integral izraZen u novim koordinatama laksi za ra¢unanje nego zadani

integral.
Zadatak 10.2.4. Odredite povrsinu lika omedenog s y? = 10z + 25 i y?> = —6x + 9.

RjesSenje. Presjecne tocke zadanih parabola dobivamo

10x + 25 = -6+ 9
16z = —16

r=-1=y"=10-(=1)+25=15= y o = =V 15.

To su tocke A(—1,v/15) i B(—1,—/15).

7 %6 5 -4 3| -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

b b Lol 4 v s

sy
5L\

Slika 10.17: Podrucje S

Zapisujemo dvostruki integral s podintegralnom funkcijom f(z,y) = 1 jer trazimo
povrsinu lika. Primijetimo da ako prvo opisujemo S po z, a zatim po y, da se mijenjaju
funkcije fi(z) i fo(x) (do —1 to su grane parabole y? = 10x + 25, a nakon —1 to su grane
parabole y*> = —6z + 9). Zato je bolje integral postaviti najprije po y zatim po x.

y? =10z +25 =z = 5 (y* — 25) = g1 (y) = :5(y* — 25)
y'=—6r+9=2 =5y +9) = 0a(y) = 5(-y* +9)

6( y2+9) V15
/ dy/ ldx :/ x
0(y2715) 7\/5

1 (gs) V5 15
4 v 16
= (—4—53/ —|—4y> ‘ = ? 15
—/15

Zadatak 10.2.5. Prelaskom na polarne koordinate izracunajte povrsinu lika omedenog

syt =2z, 22+ =dr,y=2iy=0.

Rjesenje. Jednakost x? + y? = 2x predstavlja kruznicu (z — 1) +y?> =1, a 2% + y* = 4x
kruznicu (z — 2)? 4+ y* = 4.
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35
3
25
2
15 y
1/ '7"/'/; S

oslf

35 -3 25 -2 -15 -1 057 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
05

-1
-15
-2

Slika 10.18: Podrucje S

Lik nam je lakSe opisati u polarnim koordinatama. Kut ¢ krece se od 0 do §. Tocke

lika najblize ishodiStu su one na manjoj kruznici

2 4y =2
r? cos? ©+ r?sin® o = 2rcos @

r? =2rcosy

r = 2c0s p.
Tocke lika najudaljenije od ishodi$ta su one na vec¢oj kruznici

2?4y = 4x
2 cos? p + 12 sin? ¢ = 4r cos @
r? = 47 cos @

r = 4cos p.

I 4cos I 1 )
P(S):/ dgp/ l-rdr:/ 3"
0 2cos 0 2cos

i1 2 1 1 I
:6/ Mdgo:?)/ (1—1—(:03(290))6180:3<g0+—sin(2go)>| :Z”Jr
0 0

1[5
dcp:—12/ cos” pdy =
2 Jo

2 2

10.3 Dvostruki integrali - volumen

Pomocu dvostrukih integrala mozemo izracunati i volumene tijela koja su odozgo omedena

grafom funkcije f(z,y). Formula je sljedeca:

V=[] tay)dzdy
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pri ¢emu je S projekcija dijela grafa funkcije f na zy-ravninu. Lik S nalazi se u xy-ravnini

(z = 0) pa njega najcesée dobivamo uvrstavanjem 0 na mjestu z u jednadzbama ploha

koje se javljaju u zadatku. Podintegralna funkcija je f(x,y) = z.

Zadatak 10.3.1. Izracunajte volumen tijela omedenogs z =2,y =4, 2 =0,y = 2>+ 4

iz=a2

Rjesenje. Jednakost z = 0 predstavlja zy-ravninu.

Lik S odreden jes v =2, y =4,y = 2>+ 4, a f(z,y) = 2°

2 244 2
V:/ dx/ xQdy:/xzy
0 4 0

-0 9 -8 -7 6 -5 4 -3

-2 -1

12
1
10

® N ® o©

12 3 4 5 6 7 8 9 10

5ol
b b Lol 4o v ow

Slika 10.19: Podrucje S

Zadatak 10.3.2. (Zadatak s ispita)

Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z =3, 2 =3y, 2 =01z = 5.

Rjesenje. Jednadzbom z = 0 dana je xy-ravnina. Ploha koja odozgo omeduje tijelo dana

2
dx:/
0

z2+4
4

jes z="5paje f(x,y) =5. Lik S odreduju z = 3 i y? = %x

1
5dx:/ 5%
1

35
3

25
2

15
1

05—

36 -3 25 -2 15 -1 05
-0.!

-1
-15
-2
-25
-3

Slika 10.

3
dy

3y?2

“ S
N05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5f

20: Podrucje S

1

32
4

d = —
T axr 5

1
= / (15 — 15y*) dz = (15y — 59°)
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Zadatak mozemo postaviti jos na dva nacina:

V:/ da:/ 5dy

ili koristeci simetriju lika S s obzirom na os x

V:2/ d:):/ 5dy.
0 0

Zadatak 10.3.3. Izracunajte volumen tijela omedenog s 2%+ 2% = 1 iy = x te uz uvjete

r>0,2>20iy>0.

Rjesenje. 2 =0=1?=1= 1,5, = +1
Biramo x = 1 jer je uvjet da x > 0. Lik S odreden je pravcem x = 1, y = x i koordinatnim

osima. Podintegralnu funkciju dobivamo iz jednakosti u kojoj se javlja z.

224+ 22=1=2=4V1— 22
Biramo z = /1 — 22 jer je uvjet z > 0 pa je f(z,y) = V1 — 2.

24
22
2

18
16
14
12 4

1
08
06
04 .
02 S

24 -2 -16 -12 08 04/ 04 08 12 16 2 24 28

072

-04
-0.6
-0.8

VR
Slika 10.21: Podrucje S

1 T 1
V:/ dx/ \/1—x2dy:/ V1—2x2y
0 0 0

z 1
:/ V1 —z2dx =
0
0

t=1-—2? r1=0=>¢t =1 0
1 1 1
= |dt=2xdr x9=1=1,=0 =——/ t2dt = -
2 Jy 3
a:dx:—%dt



Poglavlje 12

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe 1. reda

Diferencijalne jednadzbe su oblika F (Z‘, v,y ) = 0, tj. jednadzbe koje sadrze varijablu
x, nepoznatu funkciju y(z) te njezine derivacije.

Red diferencijalne jednadzbe je red najvece derivacije od y(z) koja se u njoj pojavljuje.

Primjer 12.0.1. " (z) + ey — 0 —red3

Rjesenje diferencijalne jednadzbe je funkcija y(z), odnosno skup funkcija (ukoliko nisu
zadani pocetni uvjeti). Kod zapisa diferencijalnih jednadzbi radi preglednosti izostavljamo
pisati ovisnost y o x, no ta ovisnost vrijedi.

Najcesca je situacija za diferencijalne jednadzba 1. reda da se mogu zapisati kao
dy
Primjer 12.0.2. a) Provjerite je li y = 522 rjeSenje diferencijalne jednadzbe xy’ = 2y.
y = bx? iy = 10z uvrstimo u 2y’ = 2y te dobivamo da je 102% = 10z2.
b) Provjerite je i y = e” rjeSenje diferencijalne jednadzbe vy = y. Je liiy = Ce”
rjeSenje?
y = €” pa je y = e” te iz diferencijalne jednadzbe slijedi da je e* = e®. Na isti nacin

dobivamo da je i y = C'e” rjesenje.

12.1 Separacija varijabli

Separacija varijabli je jedna od metoda kojom rjesavamo diferencijalne jednadzbe. Nju

koristimo kada jednadZzbu mozemo zapisati u obliku
y = g(x) - hly)

118
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odnosno kad je desnu stranu moguée separirati na dio koji ovisi samo o x i dio koji ovisi

samo o Y.

Postupak rjesavanja je:
1. ¢/ zapisemo kao —=,
dz

2. mnozenjem cijele jednadzbe dovedemo sve Sto ovisi o y i dy na lijevu stranu, a sve

Sto ovisi 0 x i dx na desnu stranu, tj. dobivamo

3. integriramo obje strane.

Primjer 12.1.1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: ¢/ = 922y

Rjesenje.
dy 9 1
—Z —9g2. - .d
T y / ) /- dx
d_y = 92% dx
)

ln|y| + C :3$3+02, Ol,CQ eR

Buduéi da sve konstante mozemo "okrupniti" u jednu, dovoljno je kod integriranja pisati

konstantu samo na desnoj strani.

In|y| = 32% + C

|y| — 633:34-0’ C c R

. L. . .. .. 3 2.3 -« . P
Koristeéi osnovno svojstvo eksponencijalne funkcije €32°7¢ = ¢3%° . ¢¢ mozemo "izvuéi"

c

pozitivnu konstantu iz eksponenta. Ako zapisemo C' = e“, onda dobijemo:

ly|=Ce*, ¢ >0

Ako joj dopustimo i negativne vrijednosti, onda nam to omogucéuje da zapiSemo rjesenje

bez apsolutne vrijednosti:

y=Ce" CeR
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Primjer 12.1.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3y = —2x 3>

Rjesenje.
dy 9 1
£:—2x-y /E /- dx
d
—:;/:—Qxdx
Y
d
—g:—Q/xdx
Y
—~=-2*4+C
Y
1
—=2*+C
Y
=——,CeR
YT ero
Y

Primjer 12.1.3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3/ = —=
x

Rjesenje. ; .
Y Y
- [y
dy  dx
vz
dy dx
v )z

Inly|=—Injz| +C

U ovom trenutku zelimo izraziti y, pa je bolje konstantu C' zapisati u obliku In C.

Injy|=—In|z|+InC

In|y| = lng
|z
=
|z
C
y=—, CeR
T

Zadatak 12.1.4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: zyy = 1 — 22

Rjesenje.

dy 1
xyﬁzl—:ﬁ /; /- dz

y* =2In|z|—2°+C, CeR

120
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Zadatak 12.1.5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: tgxdy — ydx =0

Rjesenje. Pomo¢ni racun
tgxd de / ! / ! t=sinz
€T — €T R [ =
sLay =1y y tgx /Césxd:c: =
dy 1 Sin.x dt = cosz dx
Y tga ™ |
f/ g :1/_dt:
y CoS T t
/— = - dx
y sin x |+ C =
In|y| =In|sinz|+InC
=In|sinz|+ C
In|y| = InC|sin x|
ly| = Clsinz]
y=Csinx

Diferencijalna jednadzba koja je zadana bez pocetnog uvjeta (kao ove koje smo dosad
rijesili) ima tzv. opce rjesenje koje odgovara skupu funkcija (zapis s C).
Diferencijalna jednadzba koja je zadana s pocetnim uvjetom/uvjetima ima tzv. partiku-

larno rjesenje (nema C' u zapisu jer dobijemo konkretan C' za koji vrijedi uvjet/uvjeti).
Zadatak 12.1.6. Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:
y = 3x2e Y
y(0) =0
Rjesenje. Najprije moramo dobiti opce rjesenje.
d_y:3x2.efy /-e¥ /-dx

dx
eV dy = 32* dx

/eydy:3/x2dx
eV =2°+C
y=1In(z*+O)

Kako bismo odredili konstantu C' uvrstavamo x = 0, y = 0.

0=1In(0*+0)
InC =0
C=1

Partikularno rjeSenje je ono za koje vrijedi y = In (2 + 1).
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Zadatak 12.1.7. Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava:
(4 yy =¢
y(0) =1
Rjesenje. Najprije moramo dobiti opée rjesenje.

Pomoéni racun

dy 1 x t=1+¢€"
14 e")y—=¢e* /- -d € _ _
+eyg=e /g [da / dz —

ot L+er dt = e* dx
ydy = dx 1
1+€€x :/Edt:

/ydy:/1 —dx

) te =ln|t|+C =
y x
?—ln(l—i—e)—i—C — (14 )+ C
2

y>=2In(1+¢°)+C

Kako bismo odredili konstantu C' uvrstavamo x =0, y = 1.
1=2In(1+e)+C
C=1-2In2

Partikularno rjeSenje je ono za koje vrijedi y*> = 2In (1 +¢%) + 1 — 2In 2.

U ovom poglavlju obradit ¢emo i neke kompliciranije diferencijalne jednadzbe koje se
rjeSavaju metodom separacije varijabli, no njoj prethodi jedna supstitucija. Jednadzbe
oblika ¢/ = f (%) supstitucijom u = % = y = u - r svodimo na novu diferencijalnu
jednadzbu koju rjesavamo metodom separacije. Pritom u takoder ovisi o x, tj. y(x) =
u(x) - x. Zato je derivacija ¢/ (z) = v/(z) - x + u(z) - 1, tj. ¥ = vz + w.

Primjer 12.1.8. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: ¢’ = Lo
x

Rjesenje. Ovaj izraz ne mozemo separirati. Radimo supstituciju v = Ly koje slijedi da
x
jey =u'x + u.

vr4+u=u—1

wr =—1

du 1
d

du ="

T
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u=—1Inlz|+InC

C
uw=Iln—
||
u:lng
x

C
y=xln—, C €R
x

Primjer 12.1.9. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: ¢y’ = _rty
x
Rjesenje.
r_ (x y)
y e — =
r x
y=-1-1
x

Uvodimo supstituciju u = Y { koristimo y =u'x + u.
x

Pomo¢éni rac¢un

Wr+u=1—u 1 t=1+2u
d f— — =
u'r=—-1-2u /1+2u " di = 2du
du = % dt
du 1 1 2
r=—(1+2 . =/
dz" (1+20) / I+ 2u / x /- de :l/ldt:
1 dx 2/t
u=——
1
1jz2“ o = st +C =
/ du=— e 1
1 1+ 2u x :éln]1—|—2u|—|—0
§ln|1+2u|:—ln|m|+ln0

In|1+42u|=—-2Inz|+nC

C
In |1+ 2u| =In—
x

C
. . . .. . l’
Vratimo li suptituciju, imamo:
C
1424 - =
r
y C 1
r a2
C
y=—— E, CeR
r 2

Zadatak 12.1.10. Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:
(2% +y?) do = 22y dy

y(4) =1
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RjesSenje. Vidimo da diferencijalnu jednadzbu ne mozemo separirati. Probamo trans-

formirati jednadzbu da postane prikladna za gore navedenu supstituciju.
2eydy = (2* +y°) do /- L
dx
d
2zy L +y?
dx

1
2y’ =2°+y° /=

2
2zyy 2% + 9
2 22
2uy’ 2
WL (g)

x x

Uvodimo supstituciju: u = LA y =u'r +u.
x

Pomoéni racun

1.2
2u(u/x—|—u):1_|_u2 o t=1—u
d - = — fr—y
Qury =1 —u? /1—u2 u dt 2u du
2udu = —dt
du 9 1 1
R e
2 d ;
u2du:—m
h ¥ — ljt|+C =
/ 2u d dx
u = R
1 —u? T :—ln‘l—u2|—|—C
—In|l —v?| =In|z|+InC
1
In 11— 2] = In (Clz|)
1
= C
11— 2| ||
Vratimo li suptituciju, imamo:
1
2 = Clz|
L
-5
2
x
- =
|22 — 2] |z

Uvrstimo li pocetni uvjet x = 4, y = 0, dobivamo da je C' = le tj. partikularno rjeSenje

2 — 7| = Ao’
|z|
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12.2 Linearne diferencijalne jednadzbe 1. reda

Ova vrsta diferencijalnih jednadzbi sadrzava najvise prvu derivaciju od y, a linearnost

znaci da je ovisnost o y i ¢/ linearna. Sve linearne diferencijalne jednadZbe mozemo svesti

na oblik
y + P(x)y = Q)
pri ¢emu su P i () funkcije ovisne samo o varijabli x.

Postupak rjesavanja ovakvih diferencijalnih jednadzbi naziva se metoda varijacije kon-

stante, a provodi se u dva koraka:
1. metodom separacije rijesimo homogenu diferencijalnu jednadzbu y' + P(x)y = 0,

2. na mjestu gdje se u rjesenju prvog koraka javlja konstanta C' napisemo da se zapravo
radi o funkciji C'(z) te tako zapisano rjeSenje uvrstavamo u pocetnu diferencijalnu

jednadzbu: ¢’ + P(x)y = Q(z). 1z te jednakosti dobijemo funkciju C(z).

Primjer 12.2.1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: y' — Y4
x

RjesSenje. Zadatak rjesavamo u dva koraka.

1. homogena 2. varijacija konstante
o 1 o
y—v= y=Cl(x)z
1 1
d_y:_y /= da y =C'"(x)z+C(z)-1
der x Y
dy dx ) . ..
? = Uvrstimo to u poceetnu diferencijalnu
1
/@ B / dx jednadzbu: ¢y — —y = z.
y Jow )
1
Injy|=In|z|+InC C'(z)xr + C(x) —EC’(x)x:x
In|y| = In (Clz|) C'(z)x+ C(z) — Clz) =
y=_Cx C'x)r=2 /:x
C'(zr)=1

C'(x)—/dac—x—i-D, DeR
Opce rjesenje je y = (x + D)z, D € R.
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2
Zadatak 12.2.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: y' + . y = 23

RjesSenje. 1. homogena

2. varijacija konstante

2 C(x
/ —
y+oy= 0 y = ;2)
dy _ 2y 1 dx , C'(x)2® = C(x) - 2
y / -
T x Yy x4
dy 2 p
vz v Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu
2
dy _ _, [dz jednadzbu y + —y = 3.
Y x v
xt * 25 ez T
In|y| = lnP C'(z)  2C(x) N 2C(x) _ 3
C x? a3 3
Yy = ﬁ CI(ZL‘) — 2P
6
C’(x):/x5dx:%+D, DeR
4
D
Opce rjeSenje je y = % +—, DeR
x

Zadatak 12.2.3. (Zadatak s ispita)

Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3/ Inx — J
x

4(In z)?

RjesSenje. Zadana jednadzba je jednaka jednadzbi

/

y —
1. homogena

Y

/

Yy — =0
rlnz
dy Y 1
dr  zlnx /Z /- de
dy  dx
?_atlnx
dy dx
/?— xInx

Injyl=In|nz|+InC
In|y| =In(C|lnzx|)

y=Clnz

Y

=4lnzx.
zlnx

2. varijacija konstante

y=C(z)lnx
1
y =C'(x)lnx+ C(x)-
x
Uvrstimo to u poceetnu diferencijalnu

jednadzbu: y'Inx — v_ 4(Inz)>.
T

(C”(az) Inz + C’(aj)i) ‘Inz — W = 4(Inx)?
C'(z)(Inz)? + C(x)h;x - 0(:5;111:5 = 4(Inx)?

C'(x) =4

C(x):4/dx:4x+D
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U 1. koraku smo koristili pomoéni ra¢un:

d t=1Inz dt
JE e I
z Inx dt — = dx t
x
=In|lnz|+C, CeR
Opce rjesenje je y = (4x + D)Inz, D € R.
Zadatak 12.2.4. Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:
xy +y—e* =0
y(1) =0
RjesSenje. Zadana jednadzba je jednaka jednadzbi

, 1 e’
Y+ -y=—.
x x

1. homogena 2. varijacija konstante

1 C(x
y+-y=0 y-
- x
dy 1 | Cz)r — Clx)
Y2y )= ) =
dy dx
m = Uvrstimo to u poceetnu diferencijalnu
/d_y _[_d jednadzbu: zy' 4y —e” = 0.
Y T
Inyl = ~Infe] + InC Tt o=l
/
Inly| = In — Claje_ Clx) | C@) _ o
] v § !
y= < Clz) =e*
x

. e*+ D
Opce rjesenje je y =

, DeR.

T

127

e’ —e
Uvrstimo li uvjet x = 1, y = 0, dobivamo da je D = —e pa je konacno rjesenje y = :

x
Zadatak 12.2.5. Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:

1

COS T
y(0) =0

Y —ytgr =
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Rjesenje. 1. homogena

Yy —ytgr =0
dy_
da:_y

d
i =tgxdr

)
/d—y:/tgxdx
)

In|y] = —In|cosz|+InC
C

| cos x|

C

COS T

1
tgx .- -dx
/ y /

In|y| =1In

y:

x+D
Opce rjesenje je y = L, D eR.
cos T

128

2. varijacija konstante

C(x
,_ Cla)
cos
,  C'(z)cosxz — C(x)(—sinz)
v= cos?x

Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jed-

nadzbu ¢y — ytgr = .
cos T

C'(x)cosz  C(z)sinz C(x) 1
- tgr = ——
cos? x cos? x COS T COS T
C'(x) N C(z)sinz C(z)sinz 1
CcOoS T cos? x cos2r  cosxk
C'(z)=1

C’(x):/dx:x—l—D

Partikularno rjesenje dobivamo za y = 01 z = 0 iz ¢ega slijedi da je D = 0.

T

Konac¢no rjesenje je y = .
cos T

Zadatak 12.2.6. (Zadatak s ispita)

Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:

y — 22y = *

RjeSenje. 1. homogena

y —2xy =0
dy 1
A 2 .d
o =2y / ; /- dx

d

—y:2xdx

)
d
/—y:2/:cd:v
)
Inly| =2 +InC
In|y|=Ine” +InC
In|y| = In (C’eﬁ)

Yy = Ce*’

y(2) =

2. varijacija konstante

2

y=0C(z)e”
y = C'(z)e” +C(z)e” -2
Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jed-
nadzbu y' — 2zy = e*".
C'(z) e + C(z) e - 20 =€ + 22 C(z) e
C'(z)=1

C(x):/d:v::c—l—D
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Opce rjesenje je y = (x + D) e**, D e R.
Partikularno rjeSenje dobivamo za y = e* i o = 2 iz ¢ega slijedi da je D = —1.

Konatno rjeSenje je y = (x — 1) e*”.

Zadatak 12.2.7. (Zadatak s ispita)

Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:

Y + 1y cosx = —3e Sn*

y(m) = -7
RjesSenje. 1. homogena 2. varijacija konstante
Yy +ycosz =0 y = CO(x)e sn*
dy 1 ye —sinz C —sinx
= —ycosx [-— [-de Y =C'(z)e +C(x)e - (—cosx)
dx Y
dy . : g :
? = —cosxdr Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jed-
dy / nadzbu 3 + y cosx = —3e SInT,
— = — [ cosxdx
y . .
In|y| = —sinz + InC C'(x) e *"* + C(x)e”*"" . (= cosx)
Inly| = Ine " + InC + C(z) e ¥ cosx = —3e~ S0*
. / —
In |y| —In (Cfefslna:) C (SL’) =-3
y = Ce~sin® C(I)Z—3/dl’:—3l‘—|—D
Opce rjesenje je y = (—3z + D) e 5" D e R.
Partikularno rjesenje dobivamo za y = —7 i x = 7 iz Cega slijedi da je D = 2.

—sinx

Kona¢no rjesenje je y = (—3x + 2m) e

Napomena 12.2.8. Kod drugog koraka uvijek mora do¢i do ponistavanja dijela izraza u

kojem se javlja C'(z). Mora ostati samo dio s C'(z) iz kojeg onda integriranjem dobivamo
funkciju C(z).
12.3 Integralna krivulja

Integralna krivulja, odnosno porodica integralnih krivulja je graficki prikaz opcéeg rjesenja

diferencijalne jednadzbe.
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Veé¢ smo spomenuli da je opce rjesenje skup funkcija, a ne jedna funkcija jer se u za-
pisu javlja konstanta C'. Razlog tome lezi u postupku dobivanja opceg rjeSenje (rjeSenje

neodredenog integrala).

Zadatak 12.3.1. Odredite diferencijalnu jednadzbu c¢ije je rjeSenje zadana porodica

funkcija. Skicirajte tu porodicu.

a) y(z) = Cx, C € R, Db)ylx) =Cx? C€R, c)y(x)=Ce CeR, d)F
y(ZE) = 01(1‘ — 02)2, Cl, Cs € R.

Rjesenje.

a)

y=Cx é
y =C .
4&12711407943774375473724*1 23456789101
y=yx /
yr—y=0 E’
Slika 12.1: y(x) = Cz su pravci koji prolaze kroz
(0,0), a zbog C' € R mogu biti padajuéi i rastuéi.
b)
y = Ca2? ‘ 5
y =2Cx :
yl “11-10-9 -8 7 -6 —5 —4 3 -’2,71%«1; 234567809101 1213
Vracamo se s konstantom u zadanu =
porodicu. Slika 12.2: y(x) = Cz? su parabole ko-
jima je tjeme u (0,0), a zbog C' € R
y = Cz?
, mogu biti i konveksne i konkavne.
_Y >
v= 2x
1 /
=—y'x
Y 2y



POGLAVLJE 12.

c)

y=Ce"
y = Ce"
c=¥
ex
/
y="e
eI
y —y=

OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 1. REDA

-13-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 4 -3 123456789 10Mn1
AN

3\
=41\
-5| \
-6 \

Slika 12.3: y(z) = Ce® su eksponencijalne

funkcije ¢iji graf prolazi kroz (0, C'), a zbog C' € R

ti grafovi mogu biti rastuci i padajuci.

d)* Ovdje imamo dvije kon-

stante koje

izraziti. Zato radimo prvu

i drugu derivaciju od y.

y/ = 201(1‘ — 02) /

y' =20, Slika 12.4: y(z) = Ci(x — Cy)? su parabole kojima

moramo

Ao W o N ®©

/
PV
3

- ~ N DN S
-12-11-10-9 -8 /7 -6/-6 -4 -3 32 -1\ 1/ 2 466 7 89 10112

|

b b

je tjeme tocka (Cs,0), a zbog C; € R mogu biti i

konveksne i konkavne.
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Poglavlje 13

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe 2. reda

U ovom poglavlju naucit ¢emo rjesavati diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstant-
nim koeficijentima, tj. jednadzbe oblika " + py’ 4+ qy = f(x) pri ¢emu su p i ¢ konstante,

a f(x) funkcija koja ovisi o varijabli x.

13.1 Homogene diferencijalne jednadzbe

Homogene diferencijalne jednadzbe drugog reda su oblika y” + py’ + qy = 0. Postupak
rjeSavanja je da se od diferencijalne jednadzbe najprije napise karakteristicna jednadzba
i to na nacin da se y zamijeni s 1, ¥/ s i y” s \2.

Karakteristi¢na jednadzba je onda zapravo kvadratna jednadzba: A2+ pA+q = 0. Ovisno
o tipu rjeSenja koja ta kvadratna jednadzba ima, zapisujemo rjesenje homogene diferen-

cijalne jednadzbe.
1. REALNA RAZLICITA RJESENJA (A # Xy) =y = C1eM¥ + Che”
2. REALNO DVOSTRUKO RJESENJE (A\; = );) = y = C1eM?® 4 Chze?®

3. KOMPLEKSNO KONJUGIRANA RJESENJA (A1, A2 = a £ (i)
= y=e"(Ccosfx + Cysin fx)

Pritom su C i (5 realne konstante.
Primjer 13.1.1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3" — 5y’ 4+ 6y = 0
RjesSenje. Karakteristicna jednadzba je

M —B5A+6=0.

132
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Njezina su rjeSenja Ay = 3 1 Ay = 2 pa je rjeSenje
y(z) = CLe* + Cye™, C1,Cy € R.
Primjer 13.1.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: y” — 6y’ + 9y = 0
RjeSenje. Karakteristicna jednadzba je
A —6A+9=0.
Njezina su rjeSenja A\; = Ay = 3 pa je rjesSenje
y(z) = CLe* + Cyxe®, Oy, Cy € R.
Primjer 13.1.3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3" — 6y’ + 13y = 0
Rjesenje. Karakteristicna jednadzba je
A?—6A+13=0.
Njezina su rjesenja \; o = 3 £ 2¢ pa zaklju¢ujemo da je o = 3 i B = 2. Tada je rjeSenje
y(z) = (C’l cos(2x) 4+ Cy sin(2x)>, Cy,Cy € R.

Zadatak 13.1.4. Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava:

y'+4y=0
y(0) =0
y'(0) =2

Rjesenje. Ovdje zapravo trazimo partikularno rjesenje zadane jednadzbe, no najprije
racunamo opce rjesenje.
Karakteristicna jednadzba je

A 4+4=0.

Njezina su rjeSenja Ao = £2¢ = 0 £ 2¢ pa zakljucujemo da je « = 01 8 = 2. Opce
rjeSenje je onda oblika y = €% (C cos 2z + Cy sin 2z).

y(0)=0 = 0=Cicos0+Cysin0 = C;=0

Yy = —2C sin 2x + 2C, cos 2x

Y(0)=2 = 2=-201s8in0+2Cc0s0 = 203=2 = (Cy=1

Partikularno rjeSenje je y = sin (2z).
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13.2 Nehomogene diferencijalne jednadzbe

Nehomogene diferencijalne jednadzbe su oblika y” + py' + qy = f(z).

Postupak rjesavanja je da se najprije rijesi pripadna homogena jednadzba: v’ +py' +qy =
0. Njezino rjeSenje ozna¢avamo s yy (ili yo).

Nadalje, na temelju sljedeceg kriterija odredi se partikularno rjesenje (y,). Konac¢no
rjeSenje pocetno zadane diferencijalne jednadzbe je zbroj ygy i yp, tj. ¥ = yg + yp.

Kriterij dobivanja partikularnog rjeSenja (na temelju izgleda desne strane f(z)):
1. Ako je f(x) oblika e**P,(x) gdje je P,(x) polinom n-tog stupnja i
a) ako a nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe, onda je yp = e**Q,(z) gdje je
Q. (x) polinom n-tog stupnja s neodredenim koeficijentima,
b) ako je a rjeSenje karakteristicne jednadzbe, onda je yp = ze*Q,(z) gdje je

Q. (z) polinom n-tog stupnja s neodredenim koeficijentima.

2. Ako je f(z) oblika e* (P,(x) cos (bx) + Qu(x) sin (bz)) gdje su P,(z) i Q. (z) poli-

nomi n-tog i m-tog stupnja te
a) ako a nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe, onda je
yp = €** (Sn(x) cos (bx) + Ty (z) sin (bx)), N je maksimum brojeva n i m,
b) ako a je rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe, onda je
yp = ze™ (Sy(x) cos (bx) + Ty (z)sin (bz)), N je maksimum brojeva n i m.

Sy (z) 1 Ty(z) su polinomi stupnja N s neodredenim koeficijentima.

Napomena 13.2.1. Kad kazemo da je Q,(z) polinom s neodredenim koeficijentima,
mislimo na neki opceniti polinom kojem koeficijenti mogu biti bilo koji brojevi. Formalno

bismo ga zapisali kao
Qn(r) =A™ + A, 2"+ + Ay + Ay,

gdje su Ag, Ay, - -+, A, koeficijenti.
Npr. za n = 0 takav je Qo(z) = Az’ = A, zan =1 to je Q1(x) = Ax + B, zan = 2 je
Qa(x) = Az? + Bz + C itd.
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Zadatak 13.2.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: y” — 8y’ + 7y = 14
RjesSenje. 1. homogena

y' =8y +Ty=0
N8\ +T=0
)\1:7, )\2:1

yu = C1e™ + Coe”

2. nehomogena, f(z) = 14
Iz kriterija pod 1.) pri ¢emu je a = 0, n = 01 Py(z) = 14 zaklju¢ujemo da se radi o a)
dijelu kriterija (jer a = 0 nije rjeSenje homogene jednadzbe) prema kojem je yp = ¢% - A

(Qo(x) = A je polinom stupnja 0 s neodredenim koeficijentom).

yp = A
yp =0
yp =0

Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jednadzbu da bismo dobili A.

y' =8y + Ty =14

TA =14
A=2
yp =2

Konaéno rjesenje je y = yg + yp = C1e™ 4+ Che® + 2, C1,Cy € R.
Zadatak 13.2.3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: 3" + 2y’ +y = e**

Rjesenje. 1. homogena

y//+2y/+y:0
MN4+22+1=0
A =N =—1

Yg = C’le*x + 021’671
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2. nehomogena, f(z) =e* =¢e* -1

Iz kriterija pod 1.) pri¢emu je a =2, n = 01 Py(z) = 1 zaklju¢ujemo da se radi o a) dijelu
(jer a = 2 nije rjeSenje homogene jednadZbe) prema kojem je yp = €** - A (Qo(x) = A je

polinom stupnja 0 s neodredenim koeficijentom).

Yp = A€2x
Yo = 2Ae*
Y = 4Ae*

Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jednadzbu da bismo dobili A.

y//_|_2y/+y — 62:1:
4A* 4+ 4 A% + Ae®® = >

9Ae% = > /: 2"

94 =1
B 1
9

1
ypfge%

Kona¢no rjesenje je y = yg + yp = Cre™" 4+ Coxe™ + %e%, Cy,Cy € R.
Zadatak 13.2.4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: ¢’ —y = e

Rjesenje. 1. homogena

/"

Yy -y =
AN —1=0
Ao ==+l

yg = Cre" + Che™™

2. nehomogena, f(z) =e* =¢"-1
Iz kriterija pod 1.) pri ¢emu je a = 1, n = 01 Fy(z) = 1 zakljutujemo da se radi o b)
dijelu (jer a = 1 je rjeSenje homogene jednadzbe) prema kojem je yp = Aze” (Qo(z) = A

je polinom stupnja 0 s neodredenim koeficijentom).
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yp =1-Ae” + Azxe®
yp = Ae” + Ae” + Axe” = 2Ae” + Axe”
Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jednadzbu da bismo dobili A.
y'—y=e¢
2Ae" + Axe” — Axe” = €"

24" =¢e® /:e€”

2A=1
1
T2
_ 1.
yP—§$€

Konac¢no rjesenje je y = yg +yp = Cre” + Coe™ + %xex.
Zadatak 13.2.5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu: y” — 4y = (25x + 5) cos x
RjesSenje. 1. homogena

y"' — 4y =0

N —4=0

Al = £2

y = C1e** + Che™**

2. nehomogena, f(x) = (25x + 5)cosx = €* - ((25x + 5) cosx + Osinz)
Iz kriterija pod 2.) pri ¢emu je a =0, n =1, Pi(x) =25z +5, m =0, Qo(x) =0ib=1
zaklju¢ujemo da se radi o a) dijelu (jer a = 0 nije rjeSenje homogene jednadzbe) prema
kojem je N =1 (vec¢i od dva broja: 01 1) te yp = €% - ((Az + B) cosz + (Cx + D) sinz)

(Az + B i Cz + D su polinomi stupnja 1 s neodredenim koeficijentima).

yp = (Ax + B)cosx + (Cx + D)sinx

yp = Acosz — (Ax + B)sinz + Csinz + (Cx + D) cosz =
=(A+Cx+ D)cosxz + (C — Ax — B)sinz

yp =Ccosz — (A+Cx+ D)sinx — Asinz + (C' — Ax — B) cosx =
= (2C — Az — B)cosx — (2A+ Cz + D)sinzx
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Uvrstimo to u pocetnu diferencijalnu jednadzbu da bismo dobili A, B,C'i D.

y" — 4y = (25x + 5) cos

(2C — Az — B)cosx — (2A+ Cx + D) sinz—
—4(Ax + B)cosx — 4(Cx + D) sinx = (25z + 5) cosx

(2C — 5Ax — 5B)cosx + (—2A — 5Cx — 5D)sinx = (25x + 5) cosx + 0 - sinx
Iz toga dobivamo da za svaki z vrijedi

2C — 5Ax — 5B =25z +5

—2A —-5Cx —5D =0,
iz ¢ega onda slijedi sustav jednadzbi

—HA =25
20 —-5B=5
—5C =0
—2A—-5D =0.
Jednostavno dobivamo da je A = —5, B= —1, C' =01 D = 2. Partikularno rjeSenje je

yp = (—Hx — 1) cosz + 2sinz.

Konac¢no rjesenje je y = yy + yp = C1e** + Coe™2® + (=5x — 1) cosz + 2sin z.
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